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Е. Д. ФайнбергОб оценке индикатора целой ЭК ункции и интегралепо неаддитивной мере
(Представлено академиком АП Армянской ССР М. М. Джрбашяпом 12/VI 1980)Пусть Л(р) —класс целых функций нецелого конечного порядка о и нормального типа, А(<р,/) = llm In |/(/’£/*)| —индикатор функцииГ(^)€Л(о).Пусть Е—множество точек на окружности S։ = {z: |z| = 1], 

Kr.h = \г = te1*: [0, r|, e^^E}— „сектор*, опирающийся на E. Пусть,далее, △(£,/) = 11m Г’рЛ/(Л\в)—верхняя углоная плотность распреде- 
Г ф «вления нулей nf функции f(z).Пусть о(£), fCZSj— монотонная, неотрицательная функция мно­жества Е, a Xh—некоторый класс множеств на S։. Обозначим через Л(б, Хе) класс целых функций, определенный соотношениемЖ Хе) = {/СД(р):Д(£, f)^(E), Е^Хь\.Мы Л(ч Х4). зультаты Для

ищем решение задачи о Подробное обсуждение см. в (1-е).ЭКормулировки основных
точной оценке индикатора в классе этого круга задач и известные ре­результатов нашей работы введем1

Гпонятие интеграла по неаддитивной мере.Пусть X—семейство борелевских множеств .YqC; ofAf)—не-отрицательная монотонная функция множества, конечная на ограни­ченных множествах (неаддитивная мера); ЛГ(о, X)—класс распределе­ний масс р, определенный соотношением Мо, X) = {р : р(А')^(А"), А'^Х}; ё(г)(^0)— борелевская неотрицательная функция в С.Величину def= sup Х)!

назовем Х-интегралом по неаддитивной мере о.Этот интеграл обладает рядом естественных свойств: монотон­ностью, полуаддитивностью, положительной однородностью по # и 78



по ь и другими. Если — распределение масс, а X—„достаточно бога­тое* семейство множеств, то интеграл (I) переходит в интеграл Лебега-Стилтьеса.Отметим также связь нашего интеграла с интегралом А. А. Гольдберга по пол у аддитивной мере ((3), с. 290). Для этого обозна­чим через те кольцо, натянутое на семейство множеств X, а через defg*(X) — snp{u(A') X)}, —полуаддитивное продолжение она Ж.Теорема 1. Если g—непрерывная функция, а X— семейство 
открытых мно жесте, то верно равенствогX- С ёйЦг) = (9R) [ (2)

л с с
в котором справа стоит интеграл А. А. Гольдберга по полуадди- 
тивной мере о*, заданной на кольце те, обобщенный на случай fi»(C) = no,• Введем еще несколько обозначений. Пусть X<i—семейство мно­жеств па окружности, б(£)—неаддитивная мера, X. — {Кг,ь: /Д(0, со); fCX&J (индексы О, z показывают лишь, где расположены соответ­ствующие семейства — на окружности или в плоскости). Пусть del
Ц(Х) = г?ЦЕ), Х£Хг—неаддитивная мера на „секторах- из Хг. Пола- def / (р UP\гаем Н(и, р) = 1п |2T(zz, р)|, где Е(и, р) = (1—и) ехр ( —1՜\ 2 Р /канонический множитель Вейерштрасса.Сформулируем основную теорему об оценке индикатора.Теорема 2. Если Х& — семейство открытых множеств на St 
и ЦЕ) удовлетворяет условию

ЦЕ) = inf |3(£։): ЕрэЁ, F^Xil, (3)
где Е—замыкание Е, тоsup {//(?, /):ЛЛ(г, Хв)|

сСуществует функция /(z)£A(o, Х&), для которой достигается равенст­во при всехДоказательство этой теоремы базируется на результатах статьи (9).Таким образом, в терминах Х-интеграла получена точная оценка индикатора в классе функций А(8, Хе).В. С. Азарин в (8) получил точные оценки, но в классах целыхфункций, задаваемых другими (неклассическнми) характеристиками асимптотического поведения нулей.В (5) были ранее получены точные оценки для классов функций,задаваемых ограничениями на верхнюю угловую плотность нулей, в 
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двух случаях: если с(£)— счетно-аддитивная мера и если для любого £'С51 (см. (5), с. 314, 328).Легко проверить, что в этих случаях условие (3) выполняется, и из теоремы 2 получаются вышеуказанные оценки.Кроме того, теорема 1 позволяет сформулировать точную оценку, полученную в теореме 2, в терминах интеграла А. А. Гольдберга, но не одномерного, как это было в (5), а двумерного по полуадднтивнон мере о*.В заключение ормулируем утверждение, котороечто условие (3) «не слишком сильно» ограничивает выбор
кдающих класс функций Хе). показывает, о и Хе, за-

Пусть X—семейство всех открытых множеств на Будем го- 
О оворить, что X плотно в X, если для любого £0£Х и любого е>0 ______  ______ det найдется такое Е = £(е, EQ)£X, что £ox/?L|E\£o_____________ где (о>£о), =def_ г'*£<>2:о}—£-окрестность границы Ео.Теорема 3. Для любой неаддитивной меры ЦЕ), Е£Х, най­

дется семейство ХсХ, 
множестве X) и такое, 
всех Е^Х,

О
плотное в X (а значит, и в любом под- 

что соотношение (3) выполняется дляОсновные полуплоскости результаты работы переносятся на аналитические в
3€ ункции нецелого конечного порядка.
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Ь. Դ. ՖԱոՆՐԵՐԳ
Ամբողջ ֆունկցիայի ինւոԼցրա|ի ցնանաւոակա! 

ոշ ացիտիվ չափի ինտԼցրալի մասին
Ա1Ո

Աշխ ատ ան բում մտցվում է ոչ աղիտիվ չափով ինտեղրայի զաղափար, 
դիտարկվում Լ նրա կաւղր Ա. Ա. Գոլդրերղի կիսաադիտիվ չափով ինտեղրայի 
հետ է

(1չ ամրոդք կարղի ամրոդք ֆունկցիաների բավականաչափ լայն դասի հա­
մար, ոթր սահմանվում է զրոների անկյունային խտության վրա դրվող սահ­
մանափակումներով, տրվում են ինղիկատորի ճշղրիտ ղն ա հ ա տ ա կ անն ե ր այդ 
ինտեղրայի տերմիններովդ
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