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Метрические свойства систем булевых уравнений

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 27/1V Г>80)

Известно, что многие вопросы функционирования дискретных уп
равляющих систем сводятся к решению систем булевых уравнений с
зависимыми или независимыми переменными либо к определению чис
ла их решений. Таковы, например, некоторые задачи синтеза ци
вых автоматов, нахождения внутренне и внешне устойчивых множеств 
в графе, вопросы теории тестов и др. Системы булевых уравнений яв
ляются удобной моделью для исследования поведения управляющей 
системы, в частности, ПЭВМ. Постановки вопросов о поведении управ
ляющих систем в «типичном» случае восходят к работам К. Шеннона 
и О. Б. Лупанова. В настоящей работе для типичного случая приво
дятся асимптотические оценки числа решений систем булевых уравне
ний и оценивается сложность описания множества всех решений сис-
темы посредством дизъюнктивных нормальных рорм (д. и. ф.), реали-
зующих характеристические функции множества решений.

Всюду в статье под log понимается логарифм по основанию 2. 
Все не определяемые здесь понятия можно найти в ('՜3).

1. Пусть Sn./ —множество всех различных систем из / уравне
ний вида

где при /</), а Рп обозначает множество
всех булевых »» ункций, зависящих от переменных. Бинарный на-п

бор а = (а1, а„) называется решением системы (1), если //(а1........
*л) =1, I — 1. 2, ../. Относительно числа решений /(5) почти всех 
систем 5 множества 5Л>/ справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. 1. Если п—1֊+&э при п—ое, то для почти всех 
систем 5 множества 8п,1 имеет место 1(8)~2п~1.
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2. Если п-1-+—ъ при п. то почти все системы мно
жества $П։1 не имеют решений.

3. Если п—I ограничено при п-*ео, то для почти всех сис
тем 5 множества 3П։1 число решений ограничено сверху произволь
ной функцией ?(//), удовлетворяющей условию <р(я)-+о© при п-*оо.

2. Пусть 5/.т.л — множество всех систем из / уравнений вида

(2)

где х‘1(\^1^п) — булевые переменные, у/(\^1^т) —неизвестные 
булевые функции от п переменных; ////у при (1<7, /</). Набор 
булевых функций (^(х,........ хл), ..., фш(х1։ ..., хп)) называется ре
шением системы (2), если при подстановке в систему (2) вместо пе
ременных у/ функций Ф;, /= 1,2,..., т, все уравнения обращаются 
в тождества. Для числа решений /(5) систем 5 множества 5/>/п<п 
справедлива

Теорема 2. 1. Если т-1—п-^оо при п, то для поч
ти всех систем 5 множества Зцт.п Ц3)^2^п~1^п.

2. Если т — I — 1о£(//1п2)^~ 1ор( 14֊2“/) -1------ -—, <р(л)֊*оо при
?(«)

и ^(п) = о(п), то почти все системы множества Зцт.п имеют 
хотя бы одно решение.

3. Если т—I—1о£(л 1п 2)< —1о£( 14-2_/) — —!—, где 0(л)-*оо 
Ф(л)

и 6{п) = о(п), то почти все системы множества З1.т,п не имеют 
решений.

3. Для описания множества всех решений системы булевых 
уравнений 5 достаточно реализовать булевую функию /л, равную 
единице на множестве М.ч и нулю на Еп'\Л1ч, некоторой д. н. ф. (если 
М?=£0). Тогда каждая элементарная конъюнкция в д. и. ф., реали
зующей функцию /$, будет задавать „семейство,, решений, а объеди
нение всех семейств, соответствующих конъюнкциям в д. н. ф., даст 
множество Сложность описания множества решений системы 5 
в большой мере характеризуется числом и рангом конъюнкций в д. 
н. ф., реализующей /_>. Поэтому вызывает интерес исследование дли
ны сокращенной и кратчайшей л. и. ф., реализующих /л, их „строе
ние*, число тупиковых д. н. ф..и т. д.

Будем называть вышеопределенную функцию /$ характеристи
ческой функцией системы 5. Обозначим через Рп,1 „множество** всех 
булевых функций, зависящих от п переменных, такое, что каждая 
функция повторяется в нем столько раз, для скольких систем из 
множества она является характеристической. Очевидно, что РЛ1/ = 
~Рп, а при />1 существуют функции, которые не являются харак
теристическими ни для каких систем из Зп,ь Относительно функций 
множества РЛ1/ справедливы следующие утверждения.
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Теорема 3. 1. Если log-log n при п-+ъо, то у почти

всех функций / множества РП։1 для длины сокращенной д. н. ф. 
$(/) имеет место

где и = I logп log ֊

о /• . Jog п2. Если log------ то для почти

всех функций f множества Pn.i имеет место

где |1! = тах{0, у}, |1։ = тах{0, р+2|.
Теорема 4. Пусть п—1֊>со. Тогда для почти всех функций 

/ множества РП։1 длина р(/) кратчайшей д. н. ф. удовлетворяет 
неравенству

/2л-Ч1-о) logzz
(0<о<1) приlogzzlog /z log

. . log пlog п log

log п log я -/->°o(zz -*оо);(^./-0) при

/2"֊'֊ V-*,.<) (Л,_,0) при 1<Щ<2: 
log п I

2Л-/“3(1—^(о^-^-О) fipu logzz^Z.

„ 10» п г . хТеорема 5. При —- ----- для почти всех функции / мно-
!

жества Рп,1 длина р(/) кратчайшей д. н. ф. удовлетворяет не
равенству

Р{/) < log п log^
при п-*со.

Теорема. 6. Пусть п—при п->-ос. 7огда для почти 
всех функций f множества P,lti число /( f) тупиковых д. н. ф. 
удовлетворяет неравенствам:

« г- log п1. Если — ----- при то

н/)<(2г՞՜' )(1—£1('0) log П(log log п — log г),
Sj(zz) —>0 при п ->ОО.
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А ~ ГЛ 1о£ Ц 2. Если 2< —— 
/

при И А ОО, пи)

,( {)<(22Л->(1+Мл))1о₽ и юя юк

£2(л)-»“0 при п->-оо.

3. Если I < 2, то
I

/(/Х(22П_/)5(1+։’(/'))1о^п,

6з(л)“*0 пРи

4. Если 10£"

£<('/)-* О при п-+ъо.

Перечисленные свойства почти всех булевых функций множест
ва РП։1 при /=1 исследовались в работах (м).

4. Пусть не всюду определенная (частичная) функция /(хп 
..х„) задана на множестве М^Еп и принимает значения 0 и 1. 
Множество ЛИ разбивается на два подмножества Л4{ и М{(М' = 
= М£и'М{, /И^ПЛ4{ = 0) такие, что

1 на Л1{,
/(лу О на• 9

не определена на Еп'՝ \У.

Обозначим через (2„ множество всех частичных функций, зави
сящих от п переменных. Пусть С?л,/—множество всех различных сис
тем вида

где /*€<?«, Л нри /¥*/(!<

Бинарный набор а = (хп ..зл) называется решением системы (3), 
если /<(я1։ ..ая) =1. I = 1, 2, ..I. Относительно числа решений 
/((?) почти всех систем (2 множества ()П։1 в (3) приведено утвержде
ние, аналогичное теореме 1.

(3)

Сопоставим каждой системе (2£фл, характеристическую булевую 
функцию /о(х։, х„), равную единице на множестве решений
системы (2 и нулю на Еп ՝ Пусть (?л./ —множество булевых функ
ций, зависящих от п переменных такое, что каждая функция встре
чается в нем столько раз, для скольких систем множества (2п,1 она 
является характеристической функцией. Для почти всех функций 
множества (?Л։/ в (3) приведены опенки числа 6-мерных интервалов 
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II асимптотика длины сокращенной д. н. ф., реализующей функцию 
из множества В настоящей статье приводятся другие метричес
кие характеристики,

Теорема 7. Пусть п — 11о$3->о©. Тогда для почти всех 
функций / множества (}П\1 длина р(ф) кратчайшей д. н. ф. удов
летворяет неравенству

/2яЗ-/(1-о)

logj" log ———

log," 
z

(0<о<1) flPlL

Z2n֊33~/( 1—on./)
p{f)>

при log?։ logs"
Ilogs" 

Z
log3 n Jog

log3"
1<

И

(Ол./^-О) при

2"-33-/(l—при \Qgzn^l.

Теорема 8. При -»оо для почти всех функций / мно

жества ЦпЛ длина р(ф) кратчайшей д. н. ф. удовлетворяет нера
венству

p(f)< log п logc
% ,-*0 при п^<х>.

Теорема 9. Пусть п—ZlogЗ֊*eo при «**оо. Тогда для почти 
всех функций / множества число Цф) тупиковых д. н. ф. 
удовлетворяет неравенствам;

1 с 1о£3/г1. Если ———при п-*оо, то

„ / |О’Г։Я /( / )<(22Яз"/)<1+։л)|ОС п ։<* ~ , £п —О

2. Если 2 <

(I +• Jlojrnlog 
п

8log,n 
I

9

log

3. Если < 2, то

<-0
4- Если logs" 

Z
< 1, то

<(/)«22՞3՜'/
I ОК .п 

I

О

?1окп, е/֊*0
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Ь Վ. հ 'Լ Ь Ա Я II. Ր 3 Ա Ն
Րուլյաքւ հավասարումների սիստեմների մետրիկական բնութա<]րխնե
1Լշխատանրում դիտարկվում է 

մ ասն ակի բուլյան ֆունկցիաներով I 
ների րա դմ ութ յուն ր: | պարամետրի 
նախատվում է /ածումների րանակր,

Ո֊ փոփոխականից կախված րուլյան և 
Հավասարումներից կաղմ ված սիստեմ֊ 

փոփոխման / ր ի վ սպեկտրում կամ դր֊ 
կամ արտածվում Լ նրանց ասիմ պտր

տի կան Համարյա րոյոր սիստեմների Համար։ Սիստեմի լուծումների րաղ֊ 
մությունր նկարադրելու Համար սահմանվում է րուլյան ֆունկցիա, ՈՐ[> 
սիստեմի լուծումն երի րաղմ ութ յան վրւս ցնդունում է մեկ արժերր, և Համար՛֊
յա րոլոր սիստեմների Г ա մ ա ր ցնաՀատվում է ֆունկցիան
դ> ն. ձ.֊երի րարդու թյուններր ։

իրացնոդ
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