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Ой изменении коэффициентов интенсивности при запайке продольной 
трещины в призматическом стержне

(Преле։пилено ака.а'мнком АН Армянской ССР И. X .Арутюняном 5ДП 1980)

Исследование напряженно-деформированного состояния скручи­
ваемого призматического стержня, в котором конец 1 решины прибли­
жается к поверхности, представляет практический интерес для рас­
четов прочности. Ясно, что выходу трещины на поверхность могут соот­
ветствовать существенные изменения в работе стержня. В этой статье 
асимптотически изучается влияние расстояния конца трещины от края 
на наиболее важные характеристики—коэффициенты интенсивности.

1 . Постановка задачи. Рассмотрим призматический стер­
жень (?„ с сечением к։А. Область 2/, задается равенством 2Л - 2 Л'л. 
где 2—ограниченная область в /?2 с гладкой (класса С'՝) границей 
^2, содержащая отрезок Л'А = |(х. у)£/?։: у 0, х£[Л, I] при Л>0; 
точка О. начало координат, принадлежат дО, касательная к ОС в 
точке О совпадает с осью Оу. Кручение стержня фЛ осуществляет­
ся внешней нагрузкой приложенной к. боковой поверхности, а 
также крутящим моментом Л/, заданным на торцах стержня. Мате­
матически задача формулируется следующим образом: найти функ­
цию «Л (смещение в направлении оси цилиндра р/г), которая удов­
летворяет краевой задаче С1).

ЛиЛ(х, у)=0, (х, у)£2А,
(О

(ди*1дп)(х, у) = я(х, у), (х, у)С^Л,

где п—внешняя нормаль, /Г^С(с>20), = р(усо5(//, х) —
—хсО5(л, у)), «—угол скручивания.

Как известно, для разрешимости задачи (1) необходимо:

\ £(х, у)^=0;

о'-й
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это условие будет считаться выполненным при любом А£|0,1/2). Нод 
решением задачи (1) понимаем функцию нормированную
условием: «"((1, 0)) 0.

2. Асимптотика. В этом разделе при помощи алгорифма (2) 
конструируется асимптотика решения и՛1 при А >0. В качеств?'основ­
ного приближения берется решение задачи

^(д-. у) = 0, (х, уН%
(2) 

у) = £(х, у), (л\ у)ф?Й0; А°«1. 0)) = 0.

Функция и", вообще говоря, не принадлежит пространству С(2А). 
Поэтому вблизи точки О асимптотику необходимо искать при по­
мощи решений другой задачи. Обозначим через <//. 5) систему ло­
кальных координат вблизи точки О (п — нормальная к Э*2. $— каса­
тельная составляющие). Сделаем замену (л, $)■•(:, г,) Л_’(л, ?). 'Гак 
как граница дИ гладкая, то главная (пи А) часть оператора ДЛ>., за­
писанного в координатах (:. у,), совпадает с оператором А -Д=,,. После 
указанной замены и перехода к А 0 область !2А преобразуется в 
область II—!(:, л): Г>0} {(:. <): ^ 0. = >!}. Рассмотрим краевую
задачу

*Г(’, г()-0, (>. ^П; (аГ/^)(5, т.) -0, (;, ^)^Ц.

Решением этой задачи из класса Ю'ЛыДП). растущим на бесконеч­
ности не быстрее степени р (\>0. ?с) является функция

аГ-|- А.

где а, А—произвольные постоянные.

Г(։. ,^ЧСГ^_Т=7=Й?=)--
1 -р*|/(1-р-)2+4т ( 

4f(5+D*-: <֊ 1՛

Для функции Г справедливы асимптотические формулы

Г(;, т() = logo— log2֊Ь О(р-’), f- -ос, т>0, 
Г(;, 7t) = — log р — Iog2 -1-О(р֊։), р-оо, >}<0.

Вернемся к рассмотрению задачи (2). Обозначим через G функ­
цию Грина для задачи Неймана в области t2 /Vo; полюсы этой функ­
ции расположены в точках (U, , 0) и (0, —0); G((l, 0)) = 0 (см. (3)). 
Для G справедлива асимптотическая формула

G’(.v, у) = log г 4֊ (}+ 4֊ О(г), г֊+0, у>0,
(4)

(}(х, у) = —logг — (j- -h О(г), Г-0, у<о.

Здесь г2 = л՜2 -֊- у2, (7± —константы.
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Следуя (*). асимптотику функции ик вне > Л - окрестности точ­
ки О ищем и виде

«*(Л\ у) — Лб7(х. у). (5)

а в )•' Л -.окрестности - в виде *

у)— ЛГ(Л-։м, Л-’s) 4-Л. (6)

где Я и В постоянные, подлежащие определении։. Найдем эти пос- 
тстянные из условия совпадения асимптотики пряных частей соотно­
шений (5) и (6) в зоне > А . Получим систему

и 4- Л(<7. log (Л/2>)-Л«О.
(7)

• м" ! Л(6 . —log (А/2))—= 0,՜

где и\ - мЛ((), О). Решение системы (7) имеет вид

Л «= (h!L—«y)(2logA ։ G*—G —log I) 1

(«)
A h; «цё -log(A/2))|(21ogA 0+ G

Окончательно имеем;

пЧ-v. у) («°(х. у)-Л6(л֊, у))х^4-(ЛГ(Л ։л, Л ».«։)4֊В)

(9)
Х( 1 -Z(H)֊(B֊r Л log (2г/Л)у|уГ‘)х(г/Л)( I ~֊/(г))4֊0(Л),

где /—функция из С"</?։). z(H = 1 при £>1/2, Z.G)=0 при /<1/4. 
Оценка разности решения и"՝ и построенного асимптотического пред­
ставления следует из (*). Отметим, что постоянные Л и В из (8) 
суть рациональные функции log А. Разложения такого типа возника­
ли в работах (2*-5).

Следствием представления (9) являются асимптотические форму­
лы для коэффициентов интенсивности:

• Лл = Ко : ЛКо 4- 0(A),
(Ю) 

о Кй = А-«1-ЛК։ 4-0(А’Р).

где А’>. А'о и A'g—коэффициенты при выражении /?1Й cos (<?/2) в асим­
птотике (/? -0) функций и , п° и G; (/?, ?)—система полярных коор­
динат с центром (1.0); КА и К, —аналогичные коэффициенты у функ­
ций и* и Г в точках (А, 0) и (1, 0) соответственно. Из формулы (3) 
вытекает, что

Кг - I.
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3՜'. Пример. Пусть область 2 является единичным кругом 
{(х, у): (х— 1)՜ у2<О1- В этом случае функция (/ находится явно:

,y)-=|ogj(j _________ у__________у
К 2(А-֊1֊г/(Р-л-)г-|'

Имеем: G —(}-= —2 log 2, Ко = 1^2. Так как

T(g)=«■>,.֊Ան - ֊ g(x, у)(?(л\ y)da

(см., например. (3) и (°)). то формулы (9) принимают вид:

/<, = /<(1 Г(^)(V8 log (Л/8))“‘ - 0(h),

КА -Л :։2T(.g)(2iog (Л,/8))՜’ + О(А112).
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1կոր*մէս('ւ ժամանակ ս|ւփւ(մասփկ ծալում |։1։ս։Լ1'ւ։փւ| Ությլան <ք«»ւ՝ծ ւս կ ի<| նհյփ 
փւ1փւփւում|> երկայնական 1ւա(յ։ զսւշմճւն ։յես|ք։ւ։մ

Դիտարկվում է կողմնային մակերևույթի ուղղահայաց մոտեէյող երկայ­
նական հարով էղրիղմաաիկ ձողի ոյորման խնղիրը; ճարի ծայրի և կողմնա- 
յին մ ակերևու յթի միջև եղած I] հեէէավէէրէէէթ յոմյր վ>"ք>ր է- Դաոուցված է, 
ղեւղքէէնայյիայի '.իէսնկցիայի ասիմ ոքտոտիկան րոտ |1-/ր, ինչպես նաև քերված 
են ինտենսիվության /;որ<) ա կիւյների համար ասիմս/տոտիկ րանաձեեր:I յԼ..
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