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В настоящей работе для т -мерного подмногообразия Мт л-мерно- 
го пространства постоянной кривизны Мп(с) (с—кривизна простран­
ства) вводится понятие коммутирующего нормального векторного по­
ля и изучается локальное строение, таких подмногообразий. Этот класс 
подмногообразий включает в себя класс подмногообразий с параллель­
ным нормальным векторным полем, который рассматривался в рабо­
те (’). В частности, подмногообразия с коммутирующим нормальным 
векторным полем несут ортогональную сопряженную систему подмно­
гообразий или ортогональную сопряженную сеть и обладают рядом 
интересных общих свойств. Подмногообразия, несущие ортогональную 
сопряженную систему или ортогональную сопряженную сеть, рассмат- 
тривались в работах (2~ь) (см. также обзор (7)).

Пусть Мт является т-мерным подмногообразием л-мерного 
пространства постоянной кривизны Л1л(с). Касательное и нормаль­
ное расслоения подмногообразия Мт мы будем обозначать, соответ­
ственно, через Г(.МШ) и ММт). В этих расслоениях риманова связ­
ность объемлющего пространства индуцирует естественные связности: 
в 7՝(7Ит)—связность Леви-Чивита V индуцированной римановой метрики 
на Мт, а в Ы(Мт)—некоторую метрическую связность V-1-, называемую 
нормальной связностью подмногообразия Мт. Обозначим через 
Х(А1т) алгебру Ли касательных к векторных полей, а через 
Х±(Д^)~ модуль векторных полей, нормальных к Мт. Для любого 

через Д> будем обозначать второй фундаментальный тен­
зор подмногообразия /Иш, соответствующий полю В дальнейшем 
всюду пользуемся следующим обозначением: [ Д£,Д т | “ Д<Д«|— 
— Д»Д^;,т}£ХД(Л1т). За всеми остальными сведениями отсылаем к

п
Во всех исследованиях, посвященных изучению строения под­

многообразия Мт с параллельным нормальным векторным полем с, 
тем или иным способом доказывается инволютивность распределений
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Т'и:х£Мт֊-.'Гли = |Л^ТГ(Л1/Ч); Д=(X) = ).иХ\,

где Хв, и= 1,..., /, являются собственными значениями тензора Д-; в 
точке х£Мт (в той области на Л1т, в которой кратности этих соб­
ственных значений постоянны). Следующая теорема, не требуя па­
раллельности дает необходимое и достаточное условие инволютив- 
ности указанных распределений.

Теорема 1. Пусть Мт является подмногообразием про­
странства постоянной кривизны Мп(с) и пусть (М т) —некото­
рое нормальное векторное поле. Для того, чтобы • распределение

Г •х^М.„-Пк = {7^Тх(МгпУ А:(Х)=>7),

где к — некоторое собственное значение тензора Д , было инволю­
тивным, необходимо и достаточно, чтобы УД', У^Х(/Ит) таких, 
что ХЛ,УЛ£Т\, выполнялось равенство

Х(>.) У— Г(/ )А' Ь(Х)-А^ ( Г) =0. (О
Следующая теорема указывает некоторый частный случай, когда 

равенство (I) выполняется.
Теорема 2. Пусть выполняются предположения теоремы I 

и пусть |Д£, =0 У У^(А1т). Тогда распределения

: хСЛ1^֊*Г։.и = {Д'СЛ(Л1т);А:(Л’) = <ыА'|,

где ՝ьц, и = \,...Д, являются собственными значениями тензора 
Де, инволютивны, а соответствующие им интегральные многооб­
разия М'и образуют на ортогональную систему.

Пусть Мт является подмногообразием пространства постоянной 
кривизны /Ия(с).

Определение. Нормальное векторное поле ;^Х-(Мт) будем 
называть коммутирующим, если [Д:, Дт| =0 Ут}^Х֊ь(/Ит).

Следующие леммы доказывают существование коммутирующих 
нормальных векторных полей.

Лемма 1. Всякое параллельное нормальное векторное поле ; 
является коммутирующим.

Лемма 2. Если нормальная связность подмногообразия Мт 
плоская, то каждое нормальное векторное поле ; является ком­
мутирующим.

Лемма 3. Если подмногообразие является омбилическим 
относительно нормального поля ^Хх(Л1т), то ;— коммутирующее 
нормальное векторное поле.

Подмногообразие с коммутирующим нормальным векторным по­
лем описывает следующая

Т е о р е м а 3. Пусть Мт является подмногообразием с комму­
тирующим нормальным векторным полем ; в пространстве пос­
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тон иной кривизны Мп(с) и пусть Л^ — второй фундаментальный, 
тензор поля Е

Тогда
(а) распределения

Т^: х£Мт-+Т\а~{ХСГЛ(МтУ, АЦХ) = киХ\,

где ьи, №1........ /, являются собственными значениями тензора
Л-., инволютивны, а их интегральные многообразия М}՝и образуют 
на Мт ортогональную сопряженную систему;

(б) каждое М'и, при dim7Wx«^>l, является омбилическим от­
носительно Е. При этом Е, как нормальное векторное поле на 
Л1Х«, является коммутирующим для

(в) если тензор Л: имеет т попарно различных собственных 
значений, то нормальная связность псдмногообразия Мт будет 
плоской; при п = т ±2 нормальная связность всегда плоская.

Подмногообразие с коммутирующим нормальным векторным по­
лем можно описать более детально, если накладывать другие дополни­
тельные условия. Верны следующие теоремы.

Теорема 4. Пусть выполняются условия теоремы 3 и пуст 
Ми некоторое интегральное многообразие, определенное по этой 
теореме (dim Л4'у^>1). Если ограничение Л:|.и*ы тензора Л$ на М'и 
ковариантно постоянно, то М} и является вполне геодезическим в 
Мт.

Теорема 5. Пусть выполняются условия теоремы 3 и пусть 
тензор Л= является ковариантно постоянным. Тогда (а) распре­
деления Т'и, определенные в теореме 3, параллельны, а их инте­
гральные многообразия М'и являются вполне геодезическими в М,„; 
(б) тензор Лу_ц имеет собственные значения A'(/.u)VAr^X(Mrn). Если 

объемлющее пространство является евклидовым, то М,п = 
М'» X ...XM't. Если векторное поле Е является параллельным, 
то все 'ьи постоянны.

Теорема 6. Пусть выполняются условия теоремы 3 и пусть 
[ЛЛг£;| —О \'Х, Y £ЩМт). Тогда каждое интегральное много­
образие М՛«(dirnAPu^> 1), как подмногообразие в Мт, имеет пло­
скую нормальную связность.

Теорема 7. Пусть выполняются условия теоремы 3 и пусть 
является омбилическим относительно у^Е VAr^X(Af/n). Тогда 

каждое интегральное многообразие ATu(dim М'и> 1) является 
вполне омбилическим подмногообразием с плоской нормальной 
связностью в Мт.

Теорема 8. Пусть выполняются условия теоремы 3 и пусть 
=0 V К X(Mm). Тогда (а) каждое интегральное многообразие

М'и, dimM'u^>l, как подмногообразие в Мт, является вполне 
омбилическим и имеет плоскую нормальную связность՝,

(б) постоянно на Л1хи при dim Mlu> 1;

16



[ (в) если ки = const, то Л!л« является вполне геоОе.шнеским в
УИ,и подмногообразием;

I (г) если А имеет только два постоянных значения /1։ /2, то 
распределения Ту* будут параллельными.
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ենթաբազմություններ
Д1 սւ^ն հանդ ի и ան nt մ է Ոհչափանքւ են թ ա բ ա ղմ nt թ լան չափանի 

jMh(C) ^ասէոաաոէն կոր ութ լան տարած ութ լան մեջ, հ^ինչ֊որ նորմալ վեկտո֊
ս/jr^ վեկտորական դաշտ ասէասխ անոդ երկրորդ

Հի անդամենտա լ տենդորըէ եերկա աշխատանքում դտնվամ են անհըամեչ տ Լ 
բավարար պայմաններ հետև լալ բաշխումների լիովին ինտե դրե լի ութ լան ՝ամ ար

| = A 5(.V) = >.ИХ),
ո ր տ ե ղ ք U ,ս = 1, . . • , է, հանդիи անում են Д: տեն էլորի սեփ ական արժե քները։

, ենթ արաղմ աձևութ լան համար ներմուծվում է կոմ ուտացվող նորմալ 
վեկտորական դաշտի դաղափարր և ապացու ցվէոմ է > որ եթե հ նորմ ալ վեկ֊ 
տ ո րական դաշտը հանդիսանում է կոմ ուտացվող > ապա / ք" բաշխումները լի֊ 
ովին ինսւեղրե լի են և նրանց ինտե դրալ բա ղմ աձևոլ թ լոլննե րը ;\1 րո ենթարա֊ 
դմաձեութլան ւքշա կազմում են էէւղղանկլուն համ ալուծ սիստեմ։ Ւիտարկված 
են տարրեր դեպքեր:
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