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МАТЕМАТИКА.

С Г. ОнсепянО продолжении отображений пространств до непрерывных отображений их расширений
(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 9/УП 1980)Предполагается, что рассматриваемые в этой заметке отображения непрерывны, а пространства и их расширения хаусдорфовы.Пусть X, У —расширения соответственно пространств А, Г и 

1у' У - У— отображение вложения. X будем называть расширением.допускающим продолжение отображения /:Х-*У относительно У, если отображение 1г°/:Х-~У продолжимо на все А.Задаче продолжения отображений посвящено большое число работ, в большинстве которых исследуется случай, когда А и У являются расширениями Катетова ЬХ и А У (։-в».В настоящей заметке приведены некоторые утверждения, касаю шиеся как этой задачи, так и задачи об одновременном продолжении семейства отображений на одно и то же расширение. В случае локально //-замкнутого X указывается наименьшее его расширение, на которое продолжается данное отображение (или семейство отображений)относительно данного расширения У. Рассматриваются также случаи продолжения на такие расширения, как на расширение Фомина зАг наибольшее расширение типа р рА, одноточечные //-замкнутые расширения типа Фомина а0А, типа р р0А и одноточечную бикомпактификацию %А (’).Пусть Сх —множество всех свободных открытых ультрафильтров пространства А. В работе (7) каждой паре |{/, //|, где и— непустое подмножество множества Сд, а £>—разбиение 6' на биком- лпактные подмножества, сопоставлен определенный класс Ар/./>| 0- эквивалентных, отличных от А расширений пространства А, который» в случае и = Сх состоит из //-замкнутых расширений и обознача-
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ется через л= ^1\0Ь 
к А'щ.о)

Хи. Добавим к этим классам еше один класс А', состоящий из самого X, как своего расширения, назовем классом продолжимости относительноесли он содержит расширение Л', допускающее продолжение / от-носитель«о У.Для любой точки обозначим через Иу множество всех по которым у является пределом отображения 8 = 1Г°/, 11 пусть /Л(У') —множество всех непустых Иу, когда у пробегаем У. Ясно, что /Л( У) является разбиением множества £/(/, У) — 0 ՛. :
I ЛПредложение 1. Аг[г.п] является классом продолжимости 
отображения У' относительно У тогда и только тогда.I •I[когда разбиение /? вписано в П/(У).■ Следствие. Расширение А', отличное от X и допускающее 

। продолжение /: X * У относительно К, существует тогда и

только тогда, когда Ц(/, У)^=0.I. Теорема 1. Н-замкнутое расширение пространства А՜, до- 
пускающее продолжение отображения /:А'—К относительно У,

существует тогда и только тогда, когда П(/, У) = С\. При этом 
л
Хи является классом продолжимости Т относительно У для лю-

бого Э, вписанного в [д,( У). 
ЛПусть С(/, У') —множество всех А^-хъ являющихся классами продолжимости /: А* * У относительно У, упорядоченное отношением Л Л Л Л^։^>АТ, если для некоторого А\£Л'։ и некоторого А'2£А’г, существует ^-непрерывное отображение А\ в А'.„ тождественное на А'.Следствие 1. Я С(/. У) существует наименьший класс в 

том и только в том случае, когда 1Х(У) разбивает У) на 
бикомпактные подмножества. При этом наименьший класс отли- Л
чен от А'з тогда и только тогда, когда У)=/=0, и состоит 
из И замкнутых расширений тогда и только тогда, когда

У)-Сх.Следствие о Пусть X локально Н-замкнуто. Тогда для
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любого ф:Х-^У и любого Г в С( /, У') существует наименьший - 
класс продолжимости / относительно К —Следствие 3. Н-замкнутое расширение А', допускающее 
продолжение /: Х-*У отображении /:Х^У, принадлежит наи- 
меньшему классу продолжимости / относительно У тогда и — — I
только тогда, когда сужение / на нарост X X инъективно.Из расширений А'։, А', пространства X будем считать, что А\ больше А'а, если существует отображение А\ в Л2, тождественное на А'. • •’ ■ : ! / Т;лПредложение 2. В каждом классе Л(г,о] продолжимости

(\Х—У относительно У расширение типа Катетова является 
наибольшим расширением, допускающим продолжение ] относи

тельно У. Если же X либо полурегулярно, либо локально Н- 
А ՛ ՛ I

замкнуто, то в Хц-,о] существует и наименьшее такое расширение.Теорема 2. Пусть X локально Н-замкнуто. Тогда для 
любых /:А'֊*К и У замыкание в произведении р0А' < У графика 
отображения / является наименьшим расширением пространства 
X. допускающим продолжение / относительно К. Это расшире- 
ние Н-замкнуто (соответственно отлично от X) тогда и толь

ко тогда, когда И( /, К) = С\ (соответственно Щф У)ф0).Следствие. Пусть X локально бикомпактно, а У биком
пактно (тихоновское, регулярно). Тогда для любого ф:Х-*У 
наименьшее расширение пространства X, допускающее продолже-А» 
ние / относительно У, бикомпактно (тихоновское, регулярно).Теорема 3. Для любого Н-замкнутого расширения X' про

странства X и для любого У замыкание графики отображения 
/‘.Х—У в произведении X' У является расширением простран- 
ства X, допускающим продолжение / относительно У. Это рас
ширение Н-замкнуто (соответственно отлично от X) тогда и 
только тогда, когда Щф, У) = Сх (соответственно У)т0)-Теорема 4. Пусть У — Н-замкнутое расширение либо 
типа Катетова, либо типа Фомина пространства У, и пусть 
существует Н-замкнутое расширение X, допускающее продолже- 
ние /: А' - У относительно У. Тогда для любого Н-замкнутого 
расширения У пространства У существует Н-замкнутое расши
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рение пространства X, допускающее продолжение / относитель
но У',Следствие 1. Пусть фх X — У плотное отображение. Для 
того, чтобы при любом Н-замкнутом расширении У' простран
ства У существовало расширение X, допускающее продолжение / 
относительно У, необходимо, а если при некотором Н-замкну

том У существует Н-замкнутое А’, допускающее продолжение / 
относительно К, то и достаточно, чтобы из эквивалентности 
свободных открытых фильтров пространства У следовала экви
валентность их прообразов (’).Следствие 2. Пусть У—тихоновское пространство такое, 
что существуют два его разных, но эквивалентных свободных 
открытых фильтра (например, R'’), и пусть X—дискретное прос
транство, определенное на множестве точек У. Тогда для любо

го бикомпактного У существует Н-замкнутое расширение X, 
допускающее продолжение тождественного вложения 1хХ-^У от

носительно У, поэтому расширение Катетова кХ также допус
кает такое продолжение, тогда как не существует Н-замкну
того расширения пространства X, допускающего продолжение I 
относительно кУ.В работе (2) доказано, что /хХ-*У допускает продолжение 
/хкХ-*кУ тогда и только тогда, когда оно является р-отображе- нием и указан пример отображения, не являющегося р-отображе- нием.Таким образом, следствие 2 теоремы 4 также дает способ построения отображений, не являющихся ^-отображениями. Одновременно оно показывает, что отображение фхХ—У может не допускать продолжения на кX относительно кУ, т. е. не быть /^-отображением, однако оно может допускать продолжение на кХ относительно некоторого //-замкнутого У. А это означает, что в случае произвольного //-замкнутого У теорема 4 не верна.Укажем теперь способ построения пространств и их отображении, не допускающих продолжения ни на какое истинное расширение.Пусть при некотором //-замкнутом У не существует //-зам- кнутого расширения Л', допускающего продолжение отображения 
фхХ-^У относительно и пусть У) 0. Тогда в силу предло- лжений 1 и 2 расширение типа Катетова кХу из где П =■= //(/, У), а Т) — разбиение С' на одноэлементные подмножества, допускает продолжение /*: кХ( — У, для которого У) окажется
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пустым, поэтому в силу следствия предложения I / не может быть продолжено ни на какое истинное расширение не //-замкнутого пространства £А7՛. Если же /Д/, У') = 0, то таким же свойством будет обладать уже композиция 1у°/’.Х-+У.Пусть теперь Л՝—семейство отображении /*Х-> Г/, Ку—расширение пространства У/ и 5= | К/ *Расширение X пространства X назовем расширением, допускающим продолжение семейства Л относительно 5, если при любом /£/•՝ А' допускает продолжение / относительно У/, при этом класс -А'щ.о], содержащий Л', назовем классом продолжимости Л относительно 5.Пусть Г=П( У',:/^!, У = 11( У/: и Аг: Х-+ У диагональное отображение, порожденное /\ .Четко видеть, что А' допускает продолжение Л относительно 5 тогда и только тогда, когда оно до- пускает продолжение Аг относительно У. Поэтому приведенные утверждения, примененные к отображению АЛ относительно расшире- ний А', У', дают соответствующие утверждения для /•՝ относительно А' И 5. . ;Укажем примеры таких утверждений.
Н-замкнутое расширение X, допускающее продолжение Г = * * *

^=\/*Х^Ур, /£Е\ семейства Г относительно 5, принадлежит 
наименьшему классу продолжимости Е относительно $ тогда и

только тогда, когда семейство У различает точки нароста X ^Х. 
Пусть X локально Н-замкнуто. Тогда для любого семейст

ва Е отображений /:Х-+У/ и любых У/ замыкание в произведении

‘ ' графика отображения к? является наименьшим расшире
нием X, допускающим продолжение Е относительно 5. Это рас
ширение Н-замкнуто (соответственно отлично от X) тогда и

только тогда, когда У) С\ (соответственно У)/0).Обозначим через р*А' то из простых //-замкнутых расширений А', следы на X систем открытых окрестностей точек нароста которого являются полурегулярными ультрафильтрами X.11 р е д л о ж е и и е 3. Пусть либо X локально Н-замкнуто, 
либо полурегулярно, и пусть /—отображение X на У, допускаю

щее такое продолжение /: р*X -р* У, которое нарост р*А' А' пе
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1

реводит в нарост ц*У У. Тогда / продолжается на рА' относи
тельно рУ.Теорема 5. Дъя сюръективного отображения /: Л где 
У ле Н-замкну то, следующие утверждения эквивалентны:(У) / является р-отображением и не имеет пределов по 
свободным открытым ультрафильтрам пространства X.(п) Существует Н-замкнутое расширение X, допускающее 
продолжение / относительно некоторого Н-замкнутого расши

рения типа Фомина У, которое нарост X X переводит в нарост

У\У.

(Ш) / допускает продолжение/М ЬУ, переводящее кХ X 
в кУ^У.(IV) / допускает продолжение /\аХ -а У, переводящее ъХ X 
в зУхУ.

Если же А', У к тому же локально Н-замкнуты, то приве
денные утверждения эквивалентны каждому из утверждений:(V) / допускает продолжение /гз^Х-^а^У.(VI) Прообраз замкнутого множества, обладающего тем 
свойством, что замыкание его внутренности Н-замкнуто, обла
дает тем же свойством.Следствие. Если в условиях теоремы 5 ) полурегулярно./ 
к тому же открытое и выполнено некоторое из (О—(IV)» гпо 
и р*Л допускают продолжение / относительно рУ и р*У соот
ветственно, и каждое из (V) —(VI) влечет продолжимость / на РоЛ относительно р0У.Теорема 6. Пусть А', У не Н-замкнуты, У полурегулярно 
и / отображение X на У такое, что для любого открытого в ) 
множества ю /~\го) — Тогда утверждения (О—(IV) теоремы
5 эквивалентны каждому из следующих:(VII) ( допускает продолжение /: р ?А'— р* У, переводящее 
?*Х'X в р*У\У.(VIII) / допускает продолжение /:рА' —рУ, переводящее 
уХ^Хву-У^У,

Если же А', У к тому же локально Н-замкнуты, то все 
утверждения теоремы 5 эквивалентны также следующему:(IX) / допускает продолжение /: р0Л'-► РоУ.Предложение 4. Пусть У не Н-замкнуто и 
сюръективное р-отображение. Тогда существует расширение А 
пространства являющееся подпространством к/. и допускаю
щее продолжение £ относительно У такое, что для продолжен
ного отображения /: А' *У уже выполнены утверждения (О— (!\ }



теоремы 5. Если при этом У к тому же регулярно, то X можно 
подобрать как подпространство расширения ФоминаПредложение 5. Пусть X, У —локально Н-замкнутые и 
не Незамкнутые пространства. Отображение / X на У допуска

ет продолжение /: Ро тогда и только тогда, когда прооб
раз замкнутого подмножества Н-замкнутого подпространства 
пространства У является подмножеством некоторого Н-замк
нутого подпространства пространства X.Следствие. Пусть X, У —локально бикомпактные и неби-

компактные пространства, ք —отображение X на У, У биком-

пактно и /: У продолжение отображения /. Тогда следующие
утверждения эквивалентны:(г) Прообраз бикомпактного множества при отображении / 
бикомпактен.

(и) /^Х^Х^У^У.
(Ш) / допускает продолжение /0-%Х-~10У.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

11. Դ. 2 (I Վ Ս Ь Ф Я Ա Ն
И. Ր Ա1 НИЦ Н1III 1| Լ Ր1Н И Й Ь г 11 шПрГ^Кшш ջա րունակու մ р 

[Ш (նավումների ւ|րա տարածությունների
'ՒՒս •ա ք Л ~ր ե } ֊ր համ ապատ աս X ձ У տա րած ու քժ լու ննե րի

հտասդորֆլան լ ա քն ա ց տ մնե ր են է Հոդվածում րերվում են մի քանի արդյունք

ներք որոնք էքերար ևՐ։1 ում են ք • А—# ) արտա պ ատկեր ա մր մինչե / I А —* I 
ահրհրլԿաէէէ արտապատկերման շարունակելու իէնդրին: Հատկապես, աււամնա֊ 
սիր,!ում Լ էս ր սւ ա պ տ սէ կե ր гн է/ն ե ր ի շարունսւ ^էՒ սւք^քունր ֆոմինլան րսր

տիպի աւ

կետանոց II֊ փակ լաքնւ 
հա լան ի լա լնտ ցու մնե րի

Ւ]-փակ լա քնս»ցւ1 ան, ֆո մՒն1 ան տիպի մեկ 
մ եկ կեէէէանսքք րիկէէմ պէոկսէիֆ իկացիալի ե աք/ 
ի նա լնատիպ լա քն ա դ ու մն ե ր ի դեպքում )է Լոկալ

ա մ ե ն ա լիո ք ր дши р,
ա ար ւո ա պ ա տկե ր ա մր թт քք Լ տալիս անրնդԿասւ շա րտն ակսւ քժ լուն է

Կառուցվում են Կա ու ս?լ ո ր ֆ քան տա ր ած ա Ц լաննե ր ե նրանց անընդհատ արտտ~ 
պա ակե րէէւմնե ր է էէ ր ոն ք իա քք % են էէէա/իս տնրնդհէստ շարոէնակու քժ քէէւն ե ոչ մի 
’ниш սդ ո րֆ քան յա քնացման է[րա։

միևնուլն ք սւ լն ա ւյ ւք ան
ե ք: Л' -> Уք սւրտապտտկերա մների րնտա նՒքՒ Х-р 

9Ш մ ի ил/ ամ անա կլա շարունակման քԱնդիրր * ոշր Կորր
•քածում (արփսմ Լ Ш լքք րն ա ան ի ք ո у ծնված անկյան ա դծ ա լին արտապատկերման 
շարունակմ ան քսնդ րին է

12



ЛИТЕРАТУРА — %РиЧИЪПЬкЗПЬЪ

։ Н. Hcrrlich, G. Е. Strecker, Math. Ann., В. 177, FL 4 (1968). 2 D. Harris,
Math. Ann., B. 193, H. 3 (1971). 3 M. Katetov, Casopls Pest. Mat. Eys.. vol. 69
(19401. 4 H. Бурбаки, Общая топология, основные структуры, Наука, М., 1968
5 С. Т. Liu. Trans. Amer. Math. Soc., vol, 130 (1968). • А. А. Иванов, Записки на*
умных семинаров ЛОМИ. Исследования по топологии, т. 36 (1973). : С. Г. Овсепнн. 
У МН. т. 34. №6 (1979).


