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■ 1. Пусть 2(Х, у) ограниченная односвязная область в простран
стве /?, с границей 5, состоящей из конечного числа дуг класса С3, 
Встречающихся под ненулевыми углями. Предполагается, что внутри 
12 имеются гладкие дуги Г,. Г։. ..., Гу,, которые пересекаются меж- 
Ку собой и с 5 только н своих концах, причем под ненулевыми уг
лами. и разбивают - на подобласти 2։, 2։....... У.«. Назовем точки
пересечения Г։, Г։, ..., Гл՛, н .9 фокусами Р։, Р։....... а линии
Г,. Г......... Гл, линиями разрыва.
■ Решение задачи дифракции определим как функцию, удовлет
воряющую интегральному тождеству

ЛчЧ С dU Г/1,. I О)L(«. Ф) V a,/——d'2 ( V b, 4 ли Ф</՛-՛
J Г7-| дх, J \JTi dxt / 

я

-и Ф dS = fbd<2 Ф), 
• *

(1)

где Ф£М^(2)*, аа|^Л’(!2в) я каждой 2Ж, м-1, Л4, т. е. ач могут 
терпеть конечные разрывы на Гя, л =1, Л'։, £,£С։(2). а£С(2), 
Ь,(2), о€С’(5). причем о>О, а>0.
■ Пусть

Ро = const > 0,
1-1

В *В работе приняты следующие обозначения: U'*(i-') пространства Соболева, 

ffMQ) пространства Л раз непрерывно дифференцируемых функций; Л*(‘Д) -ктасс 
фмжцнй из С*-1(2), имеющих *-ые ограниченные производные B;:(Q)-noanpoc- 
Tp iHCTBO функций вэ принадлежащих U";(U*), т 1. .4f. С различные пос
тоянные в оценках, переменные .։ и у будем обозначать также аг։, хг.
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L(//, и)

Перечисленные условия гарантируют существование и£Ю’}(2) (•֊.
2. Координатную ось Ох (соответственно Оу) н параллельные ей 

прямые будем называть горизонтальными (вертикальными) прямыми.
Пусть (х*. у*) координаты фокуса Р>, 4 = 1, К. Обозначим че

рез Л՜ множество {х*}, через |у*}, I

dx = min |х*—х*|. d>. min |у‘ — у'|. 
у*.у»е> . у* •»'

Обозначим через </, расстояние от границы 5 до ближайшей, 
не лежащей на S. точки (х*. у), где 4, е = \. К, х* £ .¥, у*£). 

11усть tfs — min (</,, d„, dt). 1

Построим сетку с покоординатным сгущением к фокусам: пусть 
11 >0—достаточно малый параметр, отметим на оси Ох точки х.-= М 
(—-/э<7 х —целое), не принадлежащие множествам х*—</^х^ 
^х‘- 4 = 1, Л. и точки х' (/Л)1՛*, /=0. Л’— I, 4 = 1, К, где

„ 0<п<1, V целая часть d‘h ■' Через отмеченные точки проведем 
вертикальные прямые. Множество точек (х, у), лежащих соседними 
вертикальными прямыми, проходящими через абсциссы х' и х", назо
вем вертикальным слоем (х', х"). Заметим, что |х'—х*]<^хЛ, где 
»(р)՝ 0 —некоторое целое, не зависящее от Л. То же самое сделаем 
с осью Оу. проведем горизонтальные прямые и определим горизон
тальные слон. Обозначим через 3» квадрат |х—х*] </, |у—у*|^е/.

После этого плоскость (х, у) будет разбита вертикальными и 
горизонтальными линиями на прямоугольники, которые назовем ячей
ками сетки, их вершины — регулярной сеткой ё,. Каждую ячейку 
разделим диагональю, образующей острый угол с осью Ох, на два треу
гольника. Наименьшее объединение треугольников с откинутой гра
ницей, содержащее 2, назовем сеточной областью 2*ж, а объединение

всех треугольников с откинутой границей, лежащих в 2, назовем 
сеточной областью 2*. I п

Пусть для фокуса (х*, у*) через х* обозначено наименьшее 
число вида (/Л)1 ‘ (здесь / — О, Д' — !) такое, что линии разрыва ГЯ| 
выходящие из (х*. у*), пересекают прямые х « л*±2* и у у* ?* в 
точках, находящихся в разных слоях, причем если эти точки лежат 
в соседних слоях, то расстояние между ними больше ширины каж
дого из этих слоев. Пусть П*=[х*—£*, х*4-г*; у*—2*. у*Ч-г*|,

Ц -?,nu Пл. /), =2:xD,. h*l

Чтобы получить триангуляцию, где стороны треугольников идут 
вдоль линии разрыва, аналогично (’) определим подвижные и пепод- 
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внжные вершины дли и сделаем геометрические преобразования, 
похожие на преобразования а) г) из (*), после чего плоскость 
(л, у) будет разбита на новые нерегулярные треугольники Нее вер
шины из /9։ считаем неподвижными.

Совокупность вершин и сторон треугольников ноной триангуля
ции образует сетку, вершины треугольников назовем узлами сетки, 
а их совокупность обозначим через Хн. Из (*) следует, что отобра
жение ։|֊р) — 7./1 является взаимно-однозначным. Будем считать, что 
нее узлы сетки перенумерованы в некотором порядке. Обозначим 
через ₽Л множество узлов, принадлежащих 2^, а через г* —мно

жество узлов, принадлежащих «А где ш* = 2*՝2'՛.
Пусть на R' задана сеточная функция ©. Построим ее кусочно֊ 

линейное восполнение ь(х, у) в используя экстраполяцию из 

-7։| в подобно (3): в 2*в вектору ? сопоставим ?(х. у) —обычное 

кусочно-линейное восполнение, т. е. ?(х, у) = -а(х, у) в Если 
(-<«, Ут)€/,А. то сопоставим узлу (х<., у„) какой-либо треугольник 
из 2*. который находится в наименьшей окрестности \ зла (хт, у*). 
Значение функции я в узле (х„, ут) берем равным значению в 
(Х,п, уя,) тон линейкоп функции, которая в соответствующем треу

гольнике совпадает с ?(х, у). Множество таким образом построенных 
функций ^(х, у) образует в 1^(2^) конечномерное подпространство. 
Обозначим его через Л/*. Ясно, что размерность А/* совпадает с ко
личеством узлов в /?*.

3. Построение вариационно-разностных схем (ВРС). 
Приближенным решением задачи (1) назовем функции! п(х, у)£//*. 
которая удовлетворяет интегральному тождеству

Цг՛, ©) -(/, ?)

при произвольной ?(֊//*.
В («) было показано, что решение задачи (1) можно предсга 

|< нть в виде
л

;/(х, у) = К'(Х, у)- V ՝, , л<-(-т. у)- •*•՛ согЫ. 
। 7—1

рдесь ^(х, у), е — I. I», особые функции «' С-Ч.
книзанные с фокусом Р>. Они непрерывны, обращаются я нуль вне

», гладки в каждой 2*. т = \. .И везде, кроме точек (х , у ), и 
для каждой области 2„ 2«ПС * за счет поворота системы коордн- 
"ЗТ : 5(х, у), Т( =• Х](х, у) можно добиться, чтобы •!» = г*лгфк,(9) г
Н-*(В, т(). где (г, в) полярные координаты в плоскости (с, т.), а 
имеет вторые производные и '** ' н (Хд1*, I.

гладкая функция от 0.
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В (‘) было также показано, что и выполнено неравен-
ст но

4* У. у |Т**| ■*> С|/|ци. 
՛ -։ ” ।

Справедлива следующая, доказываемая почти как в (’).
Теорема 1. Пусть и есть обобщенное решение задачи (I), а 

т—прибли чсенное. Тогда при достаточно малых А имеют место 
оценки

|н—Н.» СЛ’ '1/^.и, г = 0. 1.

4. Произвольной функции > из//* соответствует сеточная функ
ция л определенная на /?*. Сеточную функцию ф можно рассматри
вать как элемент конечномерного евклидова пространства Е*. Обоз
начим через /(Л) количество узлов А1*. Заметим, что размерность £* 
равна ((И) Матрица системы сеточных уравнений для нахождения г, 
которую обозначим через Л. определяется равенством

Ц®. •*)“<?• Ф>»

где —скалярное произведение н £*, ф —произвольные
векторы из £՝*. Систему сеточных уравнений для нахождения V за
пишем в виде

^£' = А'. (2)

где £—вектор, определяемый из равенства

(/. ») - <Я. ?>•

Будем считать, что область 2 заключена в квадрат С? со сторо
нами. находящимися на построенных нами линиях сетки, и расстояние 
от границы дЦ до 5 не менее Зт/>0. Ясно, что 2^ О . Обозначим 

*
через £* конечномерное евклидово пространство сеточных функции 

ф, заданных во внутренних узлах Q, а через •'? кусочно-линейное 

восполнение '^Е*. Отметим, что ф/ар=О.
Условимся упорядочивать координаты вектора ф следующим 

образом: *

где а ф։ — остальные. Обозначим через 7"(А) размерность /:՛.

Кроме того, скалярное произведение и £* будем обозначат։, через 
Введем сеточный оператор Л В каждом внутреннем узле

V V V V
прямоугольника Рзададим // равенством Ну 1)}у В$у, где ? сеточ
ная функция на ХР, со значениями, равными значениям соответстну- 
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ющих компонент <р, 
Обозначим через R 
.продолжением*

здесь и 1Л,у вторые разделенные разности, 
квадратную матрицу порядка Т(Л), являющуюся

Очевидно, что вектор = (— ). где и՛,—произвольно, а г՛—ре- 
\“> / ~

шенне (2), удовлетворяет уравнению

Для нахождения решения то рассмотрим итерационный процесс 

В(ТО"*’—Ш") = -х(/?ТО"-0, п в о,1....... ->0. (3)

На каждом шаге итерационного процесса (3) необходимо решать 
системы вида

Ди՛ = О. (4)

Заметим, что матрица В представляет собой вариационно-разност
ную аппроксимацию задачи Дирихле для оператора Лапласа в пря 
моугольннке на прямоугольной неравномерной сетке Поэтому для ре
шения систем вида (4) применим метод переменных направлении с 
оптимальным выбором параметров (*).

В этом случае, несмотря на то. что сетка существенно неравномер
на. объем вычислительной работы на решение системы (4) имеет по
рядок О(Г(А) 1п (Г(Л)>).

Естественно оценивать скорость сходимости процесса в полунор
ме

1??КЛТ. ?>■"(£?։• Ф?) = Е(«. =)■

Справедлива следующая
Теорема 2. Ненулевые собственные числа задачи R у => В 

удовлетворяют нераленству

0<7։ С >■* < I».
где ,։ и ;։ не зависят от Л. Тем самым скорость сходимости 
процесса (3) при х = 2/(7։+т») характеризуется неравенством

|аг—։с*||# < 5^к«—
еде 5 - (г,—т։)/(Тв+Т։)«

Это означает, что для уменьшении погрешности начального 
приближения в 1 раз достаточно, чтобы число итераций л удовлет
воряло условию л > С1п г1.

.Доказательство этой теоремы в основном совпадает с доказа
тельством аналогичной теоремы в (3). Однако, так как сетка иерав- 
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номерна. требуется указать конструкцию продолжении вектора >։'

на пространство Е* с сохранением нормы

Мео (5)
Эта конструкция является основной в настоящей работе.
а) Рассмотрим сначала такое продолжение заданной в 2 функ

ции ?, которое равно нулю ннс некоторого достаточно малого вря 
моугольника II с центром в точке и со сторонами длиной 2։ и 
2?. параллельными осям координат. Перенесем начало координат в 
точку .4 (обозначим переменные в этой системе через те же х и у). 
Предположим вначале, что одна из полуосей, например, полуось 
у>0. лежит вне - и не касается <?2.

Пусть А есть фокус Р, кривая в окрестности х = 0. у — 0 
при х>0 имеет вил )'(х) = чх Орг*), а при х<0— Г(х) = о։лтО(л։); 
кроме того шах | К(х)|<3'2.

Рассмотрим узел (х,. у(), лежащий вне 2Г|П. Если этот узел 
принадлежит -’с\. то положим в нем у,) = о(х,. у,). Если 

(х., уЛ€Пх2£։, то положим ?'(х1։ у,) = ?(х„ 2У(х1)-у)). т. е. в точку 

(х., у) переносится значение кусочно-линейной функции <р, взяюй в 
точке, удаленной от 5 вдоль оси Оу внутрь области на такое же 
расстояние, на какое удалена от 5 точка (х(, у,). Для (х,, у()£ 
С-։*։иП положим ®'(х(, У/)=°-

Положим продолжение <?* равным восполнению сеточной функ
ции ~(х(, у,) Н(у), где Н(у) гладкая функция, равная единице в 
•_' ПП н Н(»^0.

6) Случай, когда вне области нет полуоси, не касающейся 5. 
сводится к предыдущему поворотом осей координат гак, чтобы по
ложительная полуось Оу совпала с биссектрисой внешнего угла об
ласти, а продолжать надо функцию в прямоугольник со стороной, 
параллельной этой биссектрисе. Во всех случаях доказывается, что

А _

Пусть теперь ® произвольная функция н Покроем область 2 
прямоугольниками П», /= I, о, (при этом все угловые точки явля
ются центрами) и прямоугольниками II'. / I, о։ с центрами в 2*п’

такими, что М П.С2? 
у-։ '

Пусть ч' = .

Напишем разложение единицы в 2

1=1'м(х, у), :((х. уКС». 
1-1

Тогда

?(х, у) у)т(Х, у) 
/-1

V ?/(х, у).
I» I

2»0



Для тех прямоугольников 11(| центры которых лежат на грани
це области, продолжим соответствующие функции у), как это 

описано выше. Получим функции Для прямоугольников, центры 
которых лежат внутри области, полагаем, что продолженная функ- 

цпя % совпадает с соответствующей функцией

Положим 7 V 7Д ТОГдП совпадает в 2 с » и

< ^Ь?Р’|.и=с՜ ' V |..ГП( .
Тем самым имеет место неравенство (5).
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