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пространствах 1 ր<Հ*~

(Пре кт ляле но чл-корр АН Армянской ССР А А Талзляпом 23/У1 1<И0)

В 1961 г. М. Розенблюм (') рассмотрел задачу об описании поло
жительных борелевских мер |> таких, что

30 р 
0<С<г<1

л
Рг(х-П/(П <п (П

է₽(«քթ>

где /Л—ядро Пуассона. Он доказал, что для того, чтобы имело мес
то (I), необходимо и достаточно, чтобы:

1) ОДх) - и/(х)(/х;
2) П (л)— 2г-пернодичеткая положительная функция, удовлет

воряющая условию 

(Л„) ВГ(х)4х

для любого интервала /.
Отметим, что М. Розенблюм условие 2) получил в другой, экви

валентной форме, а условие (Лл) в выписанном виде впервые было 
получено Б. Макеихауптом (’) при описании весовых пространств /./*, 
где максимальный оператор Харди -Литтлвуда непрерывен. Далее, 
важные весовые неравенства были получены Р. Хантом. Б. Макеихау 11- 
том. Г. Уиденом, Р. Ганди. Р. Койфманом и К Феффер.маном (см 
(։՝5)). В работе (■) была поставлена проблема о решении задачи, по

добной (!) для более широких классов аппрокенматнвныл единиц
В настоящей работе рассматривается задача, подобная (I) дли 

ядер, которые возникают при суммировании по Абелю подсистем три 
тонометрической системы в весовых пространствах, где они имеют 
единственные бнортогональные системы.

Отметим, что впервые задачу о полноте неполной ортонормиро- 
ванной системы в весовом пространстве С* рассмотрели Р. Боас и 
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Г Поллард (6) В дальнейшем Дж Прайс и Р Зинк (7) описали вее
те системы функций, которые полны в некотором весовом простран
стве £*, а Бен-Ами Бра)н (•) покатал, что для некоторых подсистем 
базисов в //, можно найти весовые пространства 2/, где они 
замкнуты в некотором более сильном смысле. Нужно отметить также, 
что впервые, наверное, свойства неполных ортогональных систем ис
следовал Дж Марцинкевич, а А А Талаляном (*) были получены ре
зультаты. которые играют важную роль при рассмотрении некоторых 
задач для незамкнутых систем (см., например. (•)). В работах (10 13> 
рассматривалась задача о базисностн некоторых подсистем классиче
ских ортонормированных систем в весовых пространствах 17, р I. А 
в работах (*5- 1е) для ядер, возникающих при исследовании этих сис
тем. рассматривалась задача, подобная (1).

Для фиксированного неотрицательного целого п и различных 
точек рассмотрим ядро, имею
щее вид

Кг(х, /) -Рг(/֊х)- V V >■/, л),
/ । г_ О

(2>

где ядро Пуассона, V*, ,х/ = 2л 1, Г(х/, #./։ л) — тригонометричес
кий полином п-ой степени, для которого ֊Л*'(л,։ л*) 1 при Л — /
и А = Х, н равен нулю в остальных случаях, где О Л^։,, 1 
Г՛*7 означает производную Т Л-того порядка, Т<0, = Т.

Обозначим

'< х—X, 
ш(х) = 11 31 п —=—

!■</<« ֊
(3>

Верна следующая
Теорема I. Пусть ф(х)—положительная 2г.-периодическая 

функция и />>!.
Тогда для того, чтобы * «

I К,(л, Г)/(х)дх
— Ж

необходимо и достаточно, чтобы существовала положительная кон
станта Ср такая, что:

а) для любого интервала /

р । (1х

где второй множитель при р = I м1> , ® означает норму — в £ ни ин

тервале /;
б) для любого 0<а<г к 1«

258



sin

иЛл)

'И Jr)

Из этой теоремы и теоремы I работы ('*) выводится
Теорема 2. Пусть п—неотрицательное число и |»(х) — поло

жительная 2я* периодически я функция.
Toida для того, чтобы система | cosix, sin Лх!' была ба- 

зисом Абеля в L>’ ։։1(!>rfx), необходимо и достаточно, чтобы суще
ствовали различные точки {/Д’ ։ и натуральные числа 
2^.. 1*1 —2л 1, для которых имели бы место условия а) и б).

Для доказательства достаточности теоремы 1, в частности, дока
зываются следующие леммы.

Лемма I. V;_, T(xt, 0, л)==1
Лемма 2. Для любого Ц\^1 $)

•<
0. л)֊ V Р^и-х.УЦх,.х) = 

’/֊°

х—х,
— P,{t—x) Il sin—=— 

1<зо 2
sin Т։(0 cos^y^Tl(r)

о

де

|7։(/)|sSC| l-2rcos(<-x,)-t-r’|--—,

h,(0|<C’[l-2rcos.

и С"—абсолютные константы.
Для формулировки следующих двух лемм, которые доказыва- 

тся для случая р>\, определим максимальную функцию

/.'(/, 1)^ sup |/(х)|ш(лХ/х։
/

де супремум берется по всем интервалам, содержащим точку /.
Лемма 3. Существует некоторая константа С>0 такая,, 

то

Л(л ) Г(.г/։ 0./-Д) ֊

- v Pr‘.>(t -Xt)T(xt,»4,t х) dx t).

Лемма 4. При |/— л{|> 1 — г, /£[ —г, к] существует некоторая 
(онстанта С՝>0 такая, что
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где

| /((-х)

Г-х'|>|х|>1 '

Р,(х)Г(х4, О. Г х)

- V />‘/>(/-х1)Т(Л|, // , 1-л) их С/"(/, /)

X) при х,—/£|-к, -| 
X/- 2к При X/— 1^г. 
Л|4֊2г при Х,—(

Скажем, что «»(х)₽зО обладает свойством (•), если для любого 
интервала /, («></х С\к>дх, где С—абсолютная положительна» 

/» /
константа, а /* —интервал, полученный .раздуванием* н два раза 
интервала / относительно центра этого интервала.

Следующая теорема является разновидностью теоремы Б. Макеи- 
хаупта (։). . . '

Теорема 3. Пусть >«(х) 0, р I и <», >€£}<*(/?). Тогда для 
того, чтобы

( !/."(/. 01*1(0^ < Ср (՝ (/(ОИ'НОЛ
я н

имело често оля всех /£Тр( Лт), необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось условие (Л").

Краткое и наглядное доказательство этой теоремы получим, еле 
дуя схеме доказательства, приведенного в работе Р. Койфмана и 
К Феффермана (5) для случая и»(х) 1. Недостает только следующей 
леммы, которую н докажем.

Лемма 5. Пусть ш(х), и обладает свойством (•).
Тогда если для /?>1 имеет место условие (Дг), то для некоторо
го ։^>0 имеет место условие (А՛ ).

Доказательство леммы 5. Обозначим У(х) » шг(х)

ИО
тогда

(р-'-Н՜1 = 1).

следовательно, н условии (), написан выражение ՛> через V и », 
получаем, что V удовлетворяет условию (Л").

Положим дп.(х) = 1Дх)г/д- и (^(х) = ш(л)</х. Так как

/ / / / /
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то отсюда легко следует { 1'</д՜
Г Г «Лс\«

С, - ----- | Г|/4/х.
I I / 1
V / /

Следовательно из условия, что ш(л) обладает свойством («). по
лучаем, что подобным свойством обладает и У(х). Отсюда и из по
лученного неравенства, согласно лемме 5 работы (>), следует, что 
для некоторого £>0

I
(1х 

7

У(1х

для любого интервала /.
Отсюда вместо У(х), 

ем для г = (р 1) —-—

ставя ее выражение черед н о», получа*

Лемма 2 доказана.
Опенки интересующего нас выражения на остальных областях 

проводятся с помощью весовых неравенств Харди, доказанных Г Тома- 
сели (|?). I Талентн (*•), М Ар тол а. а также Б Макен.хауптом ('*) 
ьм («•)),

В заключение выражаю благодарность II Л. Ульянову за внима
ние к работе.
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