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Ш Статья посвящена построению исчисления глобальных в р" 
псев.юднфференциальных операторов с негладкими символами и изу
чению действия псевдодифференциального оператора Р в пространст
вах Гёльдера с весом. Для гёльдеровоЛ в ограниченной области (/ 
функции и изучено поведение Р« вблизи границы области.

И Для краткости введем обозначения Если х^Р”, то <х> 
֊ (1+№) '. а если заданы точки л4”. л<։»^р', то

Ах = х’?>— .«։•>; Ди(х) = «(х*5*) — и(.г<1').
■ Определение 1 Пусть мЮаны числа ^^>0; />0. Пусть 
"*0—1'1 — целая часть >. и >0 = г—1/1. Пространство Н' опреое- 
лим как множество т„ -кратно дифференцируемых функций 

— производные от которых удовлетворяют оценка н

|/Лч(х)|<с|х| - ֊1*1 (|*|տՏ/ր»0);

|А/Ри(х)|<фх|'- V |x"V<X<'»>’^ (|*( = т0| 
7“|

(I)

(2)

при любых х, л1՛1, х^Р*"'. Здесь /) —оператор дифференцирова
ния. а * ֊ мульти индекс. Нормой в этом пространстве (будем 
обозначать через и ) будем считать минимальную константу 
с. с которой оценки (Н и (2) выполнены при всех х, л4՝’, х{2>£ 

."I-
■ Имеют место непрерывные оложеннн:

(0< х < min (?. /.)>.

Нам нужно определить свертку функций из пространств Н\,. С 
oil целью вложим Н к в пространство 5'(Р’) обобщенных функций.

Определение 2. Функционал наловем почти оо-
V

КрриОныи (п. о.) функционалом класса Н .. если
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1) Ha R” ■ |0| функционал U регулярен и U= m(.v)^A/ .
2) При r = 3 -I— n = 0, 1, 2, ...

| J «(х)л*</л|<с (|*| ° r, b o>0), 
««.UK» (3>

где константа с не зависит от а и Ь.
3) При г<0 функционал U регулярен на R”, а при г>0 дей- 

ствует по формуле: ' ’ ? ՛ 1

(Г, >) - ( и(л) И*) АГ ?(0)

-6(.r)V -L Л>*?(0) Idx Ч V rt*D4(0) CHS), 
■ -Г л I llil-r

(4)

гае 0(л) - 1 при |л|<1 и 0(л) — 0 при |х£>1; при г ֊/-О. 1, ... послед
ние dee суммы в (4) отсутствуют.

У I
Нормой в пространстве Н\ _ будем считать

III с’1Нм = и >,л + min с + Z М. 0)
pi-г к | Е

гае mint’ ֊ мини мольная возможная константа в (3) (при г О. 1, 
... это слагаемое отсутствует). Число г = 3—/—п назовем поряд
ком п. о. функционала U. I

v v J
Если U и L\ — п. о. функционалы классов /У'; и Н 1. соот- 

ветсгвенно, где •. • £, -*։2>л. то можно определить ассоциативную 
и коммутативную свертку C«t/։. Следующая теорема указывает 
класс, которому эта свертка принадлежит.

_ v v
I ео ре м а 3. Пусть U^H,՝ Д|, U^H՛:где n—i.— n ф 0, I, ... 

Обозначим с։ = ?| — Ц— п и пусть' ’

> —<։<0; i>r։j ?>> max (я, S); •— — ?։,
причем число f.—rt — нецелое. Тогда

Теперь перейдем к псевдолнфференцнальным операторам (п I 
о.). Вначале определим классы ядер таких операторов. Эти классы 
определим с помощью индукции по гладкости )֊.

Определение 4. Пусть заданы числа / >0. •> • ?>0 и р>0 и 
функция х(.с, у): R” R" -С. где С комплексная плоскость. Наю- 
вем ч. ядром класса К если выполнены условия

V V
I) Существует отображение х(л) :/?”-• А/ , такое, что 

у
*(*)( У) = *(Х. у! при уф о Я

HH-nHK., (с const).
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I 2) Обозначим ։0 mln (/Ji), Если ?0<l, то оля какого-нибудь 
числа х>1 и всех x<“, .r<2'£A?\ таких, что -|Ах|.< |х*'»| £|х% сущест
вует константа с, не зависящая от x<h и х՜”, с которой

Н1л*111^^.4_.й«;Фл|։‘><х<|>>-’-и.

3) Если i>|, то
«у»

а если еще и Э>1. то

о
дх.

*<*՛ y)€* I*tJ.

I Определение 5. Пусть в R՞ > /?" задано ядро «(х, у)£К* 
Псевоодифференциальным оператором назовем оператор

РИ(х)Х^О),

гое свертка берется по переменной у, указанной над знаком сверт
ки. Число г = [1—/ —п назовем поряоком п. д. о.
* Теорема 6. Пусть в условиях определения 5

/-</-г<0; 1>/-г>0; 3>л -1-г, ^ д+1-г.
V

ричем 1—г —нецелое Тогда п. д. о. Р ограничен из Н՝* в Н*՝
Для функций //£.$(/?"). если 

пределения 5 можно записать в виде:
или п. л. о. из

’ х(Х, х—у) и(у)
Ня I

D‘u(г) rfy.

Чтобы сравнить эти операторы с известным определением 
введем понятие символа.

п. д. о.

I Определение 7. Символом п. д. о. Р с ядром х(х, у)£А, 

назовем отображение х(х): /?”-* 5'(/?"), являющееся при каждая х
V 

преобразование м Фурье от функционала х(х). 
■ Следующая теорема позволяет описать символы (следует иметь 
в виду, что Н\>։СЯ}Д при
В
В Теорема 8. Пусть И^Н՛՝( и -;^>п. Тогоа для сколь угодно 
шалого ։>0

I Эта теорема позволяет также описать ядро по символу и щет 
фо<можност1> утверждать, что введенный выше класс операторов со
держит класс 5"0, введенный Хёрмандером (’).
I Обозначим теперь Н = У функций класса Н։ отсутствует 
Сингулярность в нуле. Пусть задано отображение ц:/?"—/?՝ такое, 
что

;-Н^|н(х)—и(х -z)|<;7*|z|,

где 0<7 ^֊( сС**֊ некоторые константы. Пусть каждая компонента
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отображения р(х) = (р։(х). .ря(х)) принадлежит классу Н\ *, г. е 
«>1. Замену переменных в п. д. о. Р. определяемую отображении 
I», будем понимать обычным образом (см., например, (’), с. 39).

Теорема 9 Пусть Р —п. д. о. порядка г с ядро м х(д-, у) 
где о и к^т для целого т из интервала г — \<^т г. 

Пусть число 7 таково, что 0^7<1 и 7<ш1п (Р/2. >). Тогда, после 
описанной выше замены переменной с зз=тах(» (-1, 2), п. д. о. Р 
перейдет в оператор Ру Д։4-Л։-|-91, где Л։ — п. д. о. с ядром

«։(Л. ?)“»(։*(*). 1‘'(*)у)1 1‘'(*)|€КК.
где у' — матрица Якоби; Д։ есть п. о. о. порядка г~-> с ядр<>ч

Р:Г(Х) 1 аЛ(л)/9*т>(х); а^Н._ж

Развитые выше методы можно применить, например, для Йолу- 
чения следующего результата. Пусть задана ограниченная область О 
с границей Г класса //и. = С|+.. где 0<^з<1. Всякую функцию «£ 

положим равной нулю вне в. Пусть *(х, у)£К՞*. Если г 
= 3—>■— п<^1, то внутри области (} определена функция /’«(х)

У I
»(*. у)«и(у)|—», которую мы будем считать значением п. д. о. Р. 

Так как область О ограничена, то 3 и р можно считать как угодно 
большими и вообще ими не интересоваться. Пусть », —единичная 
внутренняя нормаль в точке Х(Г. Потребуем, чтобы равномерно по 

х£Г символ <(х, с) удовлетворял условиям:

х(х, {«,)—|/|'д (х) = 0(|/|'-'-՛) при <ю. (6)

где а .(х) —некоторые функции на Г, а ։>0 —какое-нибудь число, 
не зависящее от х. При г О дополнительно потребуем, чтобы равно
мерно по хм>, х,3)£Г

/ ъ)-|/р,а (х))|Лх|'֊' - 0(|/|-) (7)

при /-*-+по. Тогда имеет место
Теорема 10. Пусть 0<1, и выполнено одно из усло

вий:
!)>==! и а>тах(/, 1—г),
2) >.<1 и 2 «= 1.
Пусть также, при г 0. <л.(л) £/У(_г(Г). Определив на Г 

Функцию

и(х) = — <Т(1 г)(е'?"’и+(х)—е՜1" ՝а (х)), (8)

и пусть а^П,(Г). Тогда, для и^/Т(О), внутри О имеет мести ра
венство

Ри(х} ~ г։(л) 1-<>,(л)М-'(х)+г’։(х)], 
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где d(x) -расстояние от х до Г; при г 0 вместо d ' следует 
поставить Ind; г^/Л ,(G); v։£Z/,(G); vt£Ht , , (G) для сколь угод
но малого ։>О. .Мало того,
I »։(Х)||=г —а«; К>։Ь-,<44;

■ h’J/+kJ/-r֊. OMHw,

где константа с, от ядра в не зависит.
И Доказательство этой теоремы основано на следующем утверж-

дении.
Мй Лемма 11. Обозначим х’ - (х։,........х„ (|

дой области G и функции и противопостави ч 
цию и соответственно:

х (д', ля). Каж- 
область (i и функ-

G {x£G: х, 0}; и (х) Н(Х).
0.

предположим. что в ситуации, описанной
хя<0
перед теоремой 10.

/—<<*^1 Пусть выполнено условие (6) на гиперплоскости
|х—(х'։ 0)| и с >, = (0 0.1), а при г>0 на R՞ 1 выполненоп

ще и условие (7), где а (Ht-pR" ՛). Тогда для всякой ограничен-
\ой области О и сколь угодно чалого «>0 существует константа
■о.,. такая, что если функция и^Н^О) и финитна в О, то

ЦР«>—а(х')«(х’, 0)х-'+^(х)|։_г4-|г»^_,_, го.Мь

где г>(х) —некоторая функция, зависящая от и; функция а(х') за
дается формулой (8); в левой части стоят нормы в Н1_г((л+) и 
Н. -г֊. (О ); при г=0 вместо х ' следует поставить 1пх՜՛.

■ Приведем подробную схему доказательства этой леммы для 
случая: г>0. Для рассмотрения случая: г>0 требуется теорема о 
композиции п. д. о., которую мы не привели ввиду недостатка мес
та.
И Доказательство. Введем п. о. функционал по его пре- 

образованию Фурье \,(Е) =- (£„— /<?'>)', где «'= (Е,........Ев_։), а 5 =
В* («'. 5Я). Согласно теореме 8 это есть и. о. функционал порядка г, 

н согласно лемме Виннера-Пэли носитель сосредоточен в полу
пространстве х,«4;0, так что Л,»«+(х) зависит лишь от значений щу) 
в точках с уя>х„. Но тогда Л,.«+(х) = Л,и(х) при хя>0 и с по-

В|ощью теоремы 3 получаем:

бозначим также

*г(0 = (/-Н0)-'?(О при г ■ 0. или тг(<) = (Л —1п(/-Н֊0))?(И (9)

ри г==0, где т(С^(/?) и <₽(/)= 1 при а Л=соп51. Нетрудно 
ровернть, что при подходящей константе .6

:ЦЕ) б ՝>)+!) при : - • 'V, (10)
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где А = О; А = — /(Г(1 г)) п V, -сколь угодно большое. Ис- 
пользуя теорему 8. из условия (6> получаем оценку при х — (х՜, ()|

*(-<. а с» 'ЛД։)—и(х'| •Я
(Н)

для некоюро’О 7 1—г, а и< условия (7) получаем при л111 
- (х'П|, 0) и *։?» = (х'Л‘, О) оценку

Л։х(х. ։) Д, <1 (д') \,(:)—Д,щх')

для некоторого 6>0. Каждый из следующих пяти пунктов посвящен 
отдельному случаю ядра х(х, у). , ՛ 1

1) «(■*, У) *(уН С>0 и <>(•*') О. В силу свойств V, достаточ
но рассмотреть оператор Р—а V. Теперь можно считать, что а —

0. Пусть |(у)^С’(/?я) н 1»(у) = 1 в окрестности области О. 11ме(м 
при д„>0

Ри (х! = । х(х—у)(н (у)-м + (х))г/у - । х(х— у)(м(у)— 
4* уп>о

н(х))т/у п(х) । (1—|(у))ж(х —у)</у—к(л)у >(>՛)*(* у)^у.
>я<° уЛ<°

Первый интеграл в третьей части этого равенства принадлежит 
Н. ,(б). Это можно проверить непосредственно. .Четко видеть, что и 
второе слагаемое Третий интеграл после обозначения
ф_='}»—4+ примет вид 1

֊- ( е •>(;)? (։)^ = | е 

R» К*
'<л :’0«Е> 1 ՛<;'> •՝)(/',

где Л՛ —сколь угодно велико. Здесь мы учли оценку (II) (с и

= 0) и оценку (։)|^с.у<:’>“Л’<С5>՜1. Остается заметить, что

< |Дх|'

2) х(х, у) х(у); г=0 и а=0. Здесь достаточно заметить, что 
включение Ри^Н, ,(О.) эквивалентно включению \,»Ри+£Н1 ,_։(О+), 
тле ։>0. а ядро Цу)*»(у) удовлетворяет условию пункта 1).

3) х(А у)=х(х', у) и о(х') = 0, В этом случае утверждение 
леммы проверяется без труда, если к результату пунктов I) и 2) 
добавить оценку

которая получается с помощью рассуждений пунктов 1) и 2) из 
оценки (12).
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») ж(л, у) ֊ х« у) 
мом

и а(х') 0. Обозначим через Т и. д, о. с

та) - <г>֊»гЯ’(гм<в'>֊։).
,Тогда п. д. о. Р—ч(х’)Т удовлетворяет условиям пункта 3) Остает
ся рассмотреть /и . Но и можно заменить на п(х\ 0)® (хя). где 

и «(0=1 при |/|<1. так как м(х'։ ())<?+(хм)—ы(х)е//;. Имеем

I е '<• *>/(:)//(:')?Д;„)г/;,
R"

где и(-') есть преобразование Фурье от и(х', 0) ц<> к'. Имеем

I ?+($,) = <։;‘+0«;я>-Л) при |:,|-ои,

где V —сколь угодно велико. Значит 
*

I 7|г«ЛГ(()Щ։')»41М-Мх.<Г»«’(Г) Ч- 

одбирая соответствующим образом <?(/) в (9). можно добиться.

чтобы "(Еп) Имела в нуле нуль сколь угодно большого порядка Л . 
Тогда с помощью теоремы 8 можно убедиться, что последний ннтег- 
р;։д в (13) есть образ Фурье по х' (при каждом д„) п. о. функцио
нала класса //^(А”՜1) для любых ?. >, таких, что 1—к—л I- 1 = 
«= -Л'—1. Аналогичное утверждение можно сделать и относительно 
производной по х„ от этого интеграла, только п 1-—А. 
Причем нормы этих функционалов ограничены равномерно по л.,. С 
помощью теоремы 3 нетрудно убедиться, что последнее слагаемое в 
(13) определяет функцию (от (л', х,)) класса Первое слагае
мое имеет вид

й(Г)х/ ‘ н(-')у(л><; )<Г>' СКСГ(/?); хя>0). (14)

Гюообраз Фурье второго слагаемого в (14) примет вид

пе '). а ^(хг) определяется по своему образу

(15)

Фурье:

г(;') = м(;')<Г>'. Теорема 3 показывает, что а отсюда сле
дует, что интеграл (15) принадлежит Н)
| 5) Общий случай. х(х, у)=«(х', 0, у) 4-(*(х, у)—*(*'. 0. у)).
Гладкость п. д. о. с ядром х(л, у)—*(х', 0, у) нетрудно исследовать 
Непосредственно, что оканчивает доказательство леммы 11.
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Теорема 10 получается из леммы II с помощью стандартных рас 
суждений, связанных с разбиением единицы и переходом к полупрост 
ранству с использованием теоремы 9 о замене переменной

Ереванский политехнический институт 
им. Карла Маркса

и ч. |>лЬРиьпч.ь§
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