
цизьцьиъ ниц 'Ы’зпьмлтьрь
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК

иЛ|ЦЛЫГ1*иЗЬ
АРМЯНСКОЙ

ЛЬ’։ П ЬЗВЪЬР

I XXI 19НЛ

УДК 539 3

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

3. А. Мартиросян

Об одной контактной задаче для двух упругих 
конечных цилиндров
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В настоящей работе рассматривается осесимметричная контактная 
задача теории упругости для двух цилиндров, имеющих конечные длины 
и одинаковые диаметры. Цилиндры контактируют между собой торца
ми. и один из них по нижней торцевой плоскости закреплен. На боко
вой поверхности нижнего цилиндра нормальные перемещения и каса
тельные напряжения равны нулю, а боковая поверхность верхнего ци
линдра свободна от напряжений. Контакт между цилиндрами прини
мается гладким, а зона контакта двух цилиндров считается неизвест
ной. На верхнем торце верхнего цилиндра приложена осесимметрич
ная сжимающая нагрузка таким способом, что контактная область 
образуется в виде круга Решение рассматриваемой задачи представля
ется в виде суммы рядов Фурье и Фурье Дини с неизвестными коэф
фициентами, для определения которых получены бесконечная система 
линейных уравнений и система парных рядов-уравнений, содержащих 
функции Бесселя, решение которой сводится к решению квази вполне 
регулярных бесконечных систем линейных алгебраических уравнений. 
Окончательные выражения для контактных напряжении получены с 
выделенной особенностью. Получены также формулы для определения 
напряжений на поверхности контакта между цнлиндрох։ и основанием. 
Для частных значений внешней нагрузки, упругих постоянных и раз
меров цилиндров вычислены размеры области контакта и напряжения 
в контактных зонах.

Подробная библиография по этому вопросу приводится в рабо

те (*).
Для решения описанной задачи величины, относящиеся к 

верхнему цилиндру, будем отмечать индексом I, а к нижнему ин

дексом 2.
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Граничные условия и условия контакта рассматриваемой задачи
имеют вил

°,”(г. Л) —
F(r) О^г а

^‘(г, /։) =• 0; (1.1)
й-

Рис I. Два цилиндра одинаковой длины и одинакового диа- 
негра. На верхнем торце верхнего цилиндра приложена осе

симметричная сжимающая нагрузка

/,) = 0; (1.2>

5о>(/?, z) = yo(/?, Z) = «<?.(/?, г)=--0; (1.3)

^(г, 0) - 0 0) = а«’(г, 0); (1.4)

I <(г- °) = -«'/’(<. о» о^г<с (15>
Ь</>(г, о)=о <■«/?■

Здесь принято, что F(r) кусочно-непрерывная и ограниченная 
функция на заданном интервале и может быть представлена в виде 
ряда Ф\рье Дини, //—длины, R—радиус цилиндров, Jn(x)— функция 
Бесселя действительного аргумента первого рода, a —положитель
ные корни уравнения /,(?А/?) = 0

Функции напряжения Лява ищем в виде (:)

Ф՛ (г. г) — :(Atr: B,z*-СМ+Ъ |£;'»/0(<*z)4-0(;>/»,r/l(>»)»’)|՝:ii/*,z4- 
h-l

V (^‘sh^+^ch^z+q'^sh^z DV>?*zch?Az)4(hr), 
*- I

(1-6)

где /л(л՜)—функция Бесселя первого рода от мнимого аргумента, а
' ы = Л-/Л. ) В И |

Пользуясь обычными формулами (*) и вычисляя при помощи 
(1.6) напряжения и перемещения, удовлетворим далее условиям 
(1.1)—(1.5); введя также обозначения

Г»; _Л1Ч-(1-2ъ)£^> 1* (1.7)

м
получим следующие соотношения: 
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1 2*1 
---------!— «0;

I ——————— (/«' 
6(1-»,)

(1.8)
С, — ֊ —а0; Л, =֊- £<’) = О'3» = 0;

I ---%

М»С<и— - (5Ь1Ч|СН|ц։-(-|.м) — - ^|СЬР*'15Ь|Ц,) у (-Р И/р, Ур 
и ыи,А№) г. о;,-?;)*

(|‘*|СЬ]щ ։Ь|1*|)֊֊

=5^,

(1.9)
Хь 4|Ч|ЗЬ!Ч, - (—Р^/р, Ур ,։к
М МЛ(М)Г< ('р|4-₽0։ :։‘|Ч1:։ ’з1'

Л*'Ч'։ 1 (3— 4--։)$Ь{*Аяс»1’»Ла- |Ч, ___  у» ___£2_£_
?*#4(М)Г- (4|+>п

(1.Ю)

(3 4Ч)5ЬУ*։ 2(1-*,)ь&оу = •1 у| \.
М4(М)Г< ('₽» /*)’ '

441 х. 5' А.(ЬЯ)|(-1АсуеЬ|м- ^^рО-С'1'!

(*р|-и?4)։
(1.11)

а также систему парных рядов-уравнений, содержащих функции 
Вессели

<?о 1(и^л)-֊֊4(^) V У*/0(3*г) 0«<с;

(1.12)

«о + У 2 рМ»г> с<г<р՛
2“| *-»

где наедены обозначении

л[г’ 5Ь։։4։—14։; а«>= (3-4»,)$11*рл»+։‘1։+4( ։—»)*;
,, > о „ 2(1-",).

, _ '—■----------; .И* = зЛ>','>+( 1
1-»։+0(1— »), 

м^+ои-м^.
I—*,+0(1- »,)

д<2)Л1<13> = (3—4»,)8И]4։(с1։д., ։11!>ъ)-?А1(։ :1‘*»)-4(1 *»)։; О 10
о _ _ 4?« *7-11 р .

л^лп," 5Ьи*,(сЬ14։—$Ь14.)+н*։(։ ГМ|)։ (4< ’
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4?»
/?'о(>*лМ Г« (*;.֊: ф1 4е Г-» (';.+№։

жг
0 = -к; /?|,п=|‘*։СЬн., 5Ьп*։; №**’ = (3֊ 4>։)$к;ч։сЬ(«*։-|>*։;

(к

С//—модули сдвига, а >х —коэффициенты Пуассона.
Представляя Л* в виде

-՝* = ^л + Л^ДЛЙ §.••****’’ <Ь =0. 1. ...) ?о = О (1.14)

к применяя известные методы решения парных рядов-уравнений 
С 4 ). решения уравнений (1.12) сводятся к решению следующей 
бесконечной системы линейных алгебраических уравнений:

V а,пЬп֊ ^сЖяГп+*։ (5=1,2....). (1.15)
й-0 Л-1

где ' \ 1 ; I !

и, , = -2(45 + 1)
( 1)" ' ‘ 1* Л 11 ) )Л> 117 А' М.Ч. 1|.’^ V

« ? уЛ(у)

2 ЛиЛчч- : )Л’.*и. СЧГ)
Я’Г'. ?А։Л»(?*/?)

</у +

(1.16)

»|45 1)1 с я V Ч|?
R* Г1Л0*/?)

(-1 )"/"<՛’ -//՛;>

2(45 1)> с» х. (;Цс)

/?’ Г1! Н’̂  = 8)1и*։СЬ11л|+|’»ь

Лл(х)—функция Бесселя от мнимого аргумента второго рода.
Подставляя значения С*.” и О<‘» в (1.11) и имея в виду (1.14). 

получим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений

Л-V УГ1,У,+ЛЬ (1.17)
-0 л— 1

где

Ч1 V о*/-*11а‘я"Т^гМ Лп т(М՛՝
‘п ?;)։ (1л8)
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■ Д - - V (— |)‘//։» /-՛•>
I '*՛ А?» ^*1 еТГТн՜ * ‘

Бесконечные системы линейных уравнений (1.15) и (I 17) «вазн 
вполне регулярны.

Квази вполне регулярность систем (1.15) и (1.17) доказывается 
аналогично тому, как это сделано и работе (’).

После решения бесконечных систем (1.15) и (1.17) „з первого 
уравнения (1.12) при фиксированных г определяется </0. а при. по- 
[юти (1.13)—С։.

Подставив значения А* по формуле (1.14) во второй ряд (1.12). 
1ля контактного нормального напряжения получим следующее вы- 
>ажение (։):

о.(л, 0) - а0 + (Хг<с, (1.19)

где Г(х)-гамма-функция, Л(а, ₽, х)-п։пергеометрнческнн ряд. а 
для нормального напряжения в’’)(г, /։| и касательного напряжения
’’Дг» получим следующие соотношения:

1г) ао 2(1—V.) V 
*-1

2(1 — *.)с11р»э
ДП)

1

(№1Й^(М1
Щ V У'

#4(М) г. о*,- |Л(М; (1.20)^яЛя >1 и! ?։.**) 
п

ДН)

л-0

4Э; Л(?»н. (1.21)

Неизвестную величину с можно определить нз условия равен
ства нулю контактного напряжения на границе области контакта, что 
равносильно условию

у ( —1 0. (1.22)
я-0

Численные примеры. В частности, рассмотрим дна цилиндра 
<,1инакош)й длины и одинакового диаметра, изготовленных из различ
ных материалов 11.1 верхнем торце верхнего цилиндра приложена 
осесимметричная сжимающая нагрузка (рис. 1).

/,)«= -р
о

О- г<а а* У։(?*и)/,( V)
а<г R R* ?«/<*>

(2.1)

Целью вычислений является определение размеров области кон-

225



такта н величины контактного нормального напряжения. Для этого 
предварительно необходимо найти зависимость радиуса контентной 
области с от I. Но это связано с большим объемом вычислений. Во 
избежание отмеченных трудностей в работе задаются значения с и 
(/, /։ = /) и при заданных значениях упругих характеристик ма
териалов определяется а. ’ I

После определения радиуса <՝ области контакта таким образом 
по формулам (1.19)—(1.21) вычислены контактные напряжения дли 
каждого е, соответствующего заданному радиусу круга распределен
ных внешних нагрузок.

Вычислении проведены для значений ///? = 0,2; 0.25; *։=(),1. 
0.3; 0.4. *, 0.1; 0.3; 0.4. с R 0.3; 0.35; 0,4; 0.5; ...; I. в 0.5; I; 
ю. ՛ I У

Значения размеров зоны действия внешней равномерно распре
деленной нагрузки (а) при (/R = 0,2, (1 = 0,5, *։“*։«0,1, >։ = 0.3. 
*1в0,1, 0.3. *. = 0,1, <՝//? = 0.3, 0.5. 0,7. 1 приведены в таблице.

Распределение нормального на
пряжения □•(г, 0) на поверхности кон

а
— 10֊<
/?

R

՝•> = 0.1
*а' = 0.1 р 

р 
оэ

С
О —

 
о о

ГВ

0.3 1445 1ЬЦ5 1238
11.5 3937 3984 3871
0.7 6С64 5967

1 9334 9351 9293

такта двух цилиндров и распределе
ние напряжении з^>(г, /г) на поверх
ности контакта между нижним 
цилиндром и основанием при = 
= >, = 0.1, 6 = 0.5. С//? = 0,3; 0,4;
0,6; 0,9 соответственно показаны на

Рис, 2. Распределение нормального напря
жения 5х(г. 0) к> поверхности контакта 

двух цилиндров
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Н.1 основании данных вычислений, часть которых приведена на 
рнс. 2, 3 и в таблице, приходим к следующим заключениям

Рнс. 3. Распределение напряжении зС?)(г, /а) на поверхности 
контакта между нижним цилиндром и основанием

Для больших значений с. в частном случае при полном контак-
те двух цилиндров, и при меньших значениях коэффициентов Пуас
сона (՝*ь *,<0, 15) максимум нормального контактного напряжения 
смешен относительно центра контактной области, и вследствие этого 
» центральной части закрепленного торца нижнего цилиндра возни
кают растягивающие усилия, что в случае слабого сцепления мо
жет вызвать отрыв.

Ереванский политехнический 
институт им. К Маркса

2. Ա ՄԱՐՏԻՐՈՍ ՏԱՆ

^Րկու աււաձդա1|սւն վերջավոր գլանների համար մ|» կոնաա1|տային խնդրի 
մաււին

Դիտարկվում Լ ճակատթևերով հպված, տարրեր աոաձպական Հատկու. 
թրևներ միևնույն տրամագծեր ե վերջավոր երկարություններ ունեցող երկու 
Հիանային պլանների աոաձպա կանաթ յան տեսության աոանցրասիմ ետրիկ 

227 



խեղիր, երր ղլաններից մեկր Ներքևի ճակատով ամրացված է կոշտ Հիմքին- 
Նորմալ և շոշափող լարումներր վերեի ղլանի ղլանային մ ակերևու յթի վրա 
բացակայում են, իսկ Ներքևի ղրսՆի ղլտն սւյիՆ մակերևույթի վրա նորմալ 
տ Լ ղափոխումներր և շոշափող լարոէմներր հավասար են ղրոյիլ Գլանների 
կոնտակտի տիրույթր րՆղունվում / անհայտ և այն որոշվում ( խնղրի լուծման 
րնթ ացքում. Խնղրի լուծումր ներկայացվում է Ֆուրյեի և Ֆուրյե֊Դինիի շար֊ 
քերի միշոցով։ Այղ շարքերի ղործակիցների որոշման համար ստացվում է 
Գծային հավասարումների անվեր? սիստեմ և Բեսսելի ֆոէն կցիաներ սլարու֊ 
Նակող ղույգ շ արք-հ ավա սարումն հր ւ $ույղ շարք ֊հ ա վա ս ա րումնե րի լուծում֊ 
ներր հանգեցված են քվաղիլովին ոեղուլյար գծային հանրահաշվական Հավա֊ 
սարումների անվեր? սիստեմի լուծմտնր: Բերված թվային օրինակներում 
որոշվում կոնտակտի տիրու 0Ւ չափր և լարումներր կոնտակտների մակերե- 
վռյթներք, վր

Л ИТЕРА ТУР Л — *Ги‘։11ЪЛЬН3 111'Ъ
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