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Теорема Тихонова в категории топологических групп преобразовании

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР Р А. Александрином 19/У1 1980)

В настоящей работе классическая теорема Тихонова о вложении 
тихоновского пространства бесконечного веса в куб того же веса рас­
пространяется на категорию топологических (или непрерывных) групп 
преобразований, называемых также б -пространствами. Приводится 
эквивариантный аналог известной теоремы о том, что всякое р-пара- 
компактное пространство замкнуто вкладывается в произведение не­
которого бикомпакта и метризуемого пространства. В качестве след­
ствий получаются утверждения о существовании бикомпактного б-рас- 
ширения того же веса, о совпадении классов абсолютных экстензоров 
и абсолютных ретрактов для топологических групп преобразований и 
теорема о множестве /7-неподвижных точек. а

Здесь мы придерживаемся терминологии, принятой в теории то­
пологических групп преобразований ('-•). 1

Всюду в дальнейшем группой называем мультипликативную хаус­
дорфову» топологическую группу, а пространством—топологическое 
пространство. Н

Пусть А'—бикомпактное, а (К, р) — метрическое пространства. 
Через С(Х, К) обозначим пространство всех непрерывных отобра­
жений /: X - К. взятое с метрикой супремума о*,  т. е. р*  (/, ?)=» 
= 5ирр(Лх), «(л)) для /, ?СС(Х. К). '<

/1емма 1. Пусть С—любая группа, X--Iбикомпактное О- 
пространство, а (К, р)— метрическое пространство. Тогда на 
четрическом пространстве [С(Х, К),р*)  определяется непрерывное 
изометрическое действие группы С согласно формуле
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I Дох1зятсльстя о—простая проверка.
I Следующая простая теорема является ключевой.
I Гео ре ма 1. Пусть в бикомпактнаи группа. Тогда «с икос 
[бикомпактное иетрихуемое 6֊ проапране тво X диморфно вкла­
дывается л линейное изометрическое О—пространство С(Х,R). 
I Для доказательства нужно взять инвариантную (относительно 
рействня группы О) метрику *> на О —пространстве X (существование 
которой обеспечивается бикомпактностью группы б ((’), стр. 5)) и 
|определнть искомый эквнкорфиэм формулой

* Р.1 честся. со; .ыюванн ля с топологией прошве женим *

I /(•*)(?)  = р(л, у) для всех х, у С А.
I еорема 2. Пусть (1 бикомпактная группа. Тогда для.вся­

кого метрчзуемого бикомпактного (а—пространства. X на топо- 
1/огиче/ кой степени R՝ существуют такие структура банахова 
пространства*՛  и действие группы б. что
I а) действие группы (] на R՛ линейно и непрерывно,
I 61 куб I (/ |0. 11) является выпуклым инвариантным под­
множеством линейного С— пространства Р‘ ,
I с) А' эквиморфно вкладывается в Г.
I Выведем теорему՜ 2 из теоремы I.
I Пусть р.Х֊՝С(Х, R} эквнморфное вложение из теоремы 1. В 
Г1!Л\ линейности и непрерывности действия группы б ил пространстве 
к. (А", R) замкнутая выпуклая оболочка И ннвприз1гного множества 
|/(А՜) тоже инвариантна в С(Х,Р). а в силу бикомпакт» >стн множест­
ве /(А) н полноты пространства С(Х, R) множество Г- тоже биком­
пактно;

Если А—бикомпакт счетного веса, то легко понять, что банахо­
во пространство С(А, R) и выпуклин компакт V—бесконечномерны. 
Поэтому, согласно теореме Аренса—Кадена <(4),стр. 189) существует 
гомеоморфизм д сепарабельного банахова пространства С(А՜. R) на 
счетную степень прямой R Компакт ^(Р') будучи гомеоморфным 
образом бесконечномерного выпуклого подкомпакта Г банахова 
пространства С(А. R} по теореме Келлера ((*),  стр. ИЮ) гомеоморфен 
гильбертову кубу /", канонически лежащему в степени R *. Зафик­
сируем некоторый гомеоморфизм г :</( V')—/*.  По теореме Кли ("՛), 
этот гомеоморфизм можно продолжить до некоторого автогомеомор- 
цшзма <7 пространства R’. Положим / Я д. Ясно, что гС(.\.А?)—

R" — гомеоморф»зм, отображающий выпуклый компакт I , и.՛ куб 
Г Определим на пространстве R' структуру линейного топологи­
ческого пространства н действие группы б таким образом, чтобы го­
меоморфизм I: С(Х, R)— R превратился и линейный эквнморфнзм 
линейных б пространств. Другими словами, с помощью гомеомор­
физма I с линейного б пространства С[Х, /?1 на пространство R пе­
ренесем структуру банахова пространства и непрерывное н линейное 
действие группы б Тогда куб /՛ будет инвариантным выпуклым 
подмножеством линейного О—пространства R в силу инварнант- 
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пости и пыпуклости множества Г н С(А'. /?>. а отображение / /:Х ■- 
—Г является эквиморфизмом. как композиция эквиморфизмов. 
Таким образом, н случае бикомпакта Л" бесконечного веса теорема 2 
доказана. Если же Л' бикомпакт конечного веса. т. е. конечный би­
компакт, т<• ясно, что пространство С(А', R} гомеоморфно евклидо­
вому пространству R' (где п = |Д‘| —мощность множества Д’), а мно­
жество Г -кебу / Взяв произведение линейного G —пространства 
R՜ и триви 11 иного G пространстна R ", мы получим искомое линей­
ное G— пространство R։.

С помощью теоремы 2 доказывается более общая
Теорема 3. Пусть G бикомпактная группа. Тогда для вся­

кого тихоновского G —пространства X бесконечного веса т на то- 
no.it и՝ -сю й степени R՜ существуют такие структура локально 
выпуклого линейного пространства и действие группы G, что

d) действие группы G на R линейно,
е) куб Г является выпуклым инвариантным подмножеством 

линейного G—пространства R .
/I X эквиморфно вкладывается в Г.
Замечание 1. Из условий в) и е) теорем 2 и 3 и из одного 

результата автора (*)  следует, что ^фигурирующие в этих тео­
ремах G—пространства /*  и Г являются абсолютными экстен­
орами для категории Л ° всех нормальных G - пространств, и тем 

более—для категории В° всех бикомпактных хаусдорфовых G— 
пространств.

Следствие 1. При бикомпактной группе G любое тихоновс­
кое G—пространство обладает бикомпактный G—расширением 
того же веса.

Это следствие улучшает результат де Вриса (в). который дока­
зал, что при локально бикомпактной группе G любое тихоновское 
G —пространство Л՛ обладает бикомпактным G — расширением Д'' веса 
w(A")^ max (И'(Л'), w(G)|. .9

Далее, заметим, что в отличие от кладей ческой теоремы Тихо­
нова о вложении, фигурирующие в теореме 3 G— пространства R и 
/ зависят от вкладываемого н них G —пространства X. Однако имеют 
место следующие теоремы.

Теорема 4. Пусть G—.локально бикомпактная группа со 
счетной базой. Тогда двя любого бесконечного кардинала на 
степени R՜ существуют такие структура локально выпуклого ли­
нейного пространства и действие группы G, что выполняются ус­
ловия d) и е) теоремы 3 и следующее условие

J") любое тихоновское G—пространство X веса t эквиморф­
но вкладывается в Г. , Д

Теорема 5. Пусть •. бесконечный кардинал, a G—бикомпаьт- 
ная группа веса Тогда на степени R существуют такие 
структура локально выпуклого линейного пространства и дей­
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ствие группы О, что выполняются условия 4) и е) теоремы 3 и 
условие /'} теоремы 4.

В отличие от теоремы 2 и 3. фигурирующие в теоремах 4 и 5 
(]—пространстве R и / универсальны в том смысле, что они не за­
висят от вкладываемого в них О пространства X.

1еорема 6. Пусть группа О либо бикомпактна, либо ло­
кально бикомпактна и обладает счетной базой. Тогда Оля вся­
кого р паракомпакгпного*  0—пространства X бесконечного веса • 
существуют такие метричуечэе локально выпуклое линейное в- 
—пространство М и структура локально выпуклого линейного 
О—пространства на степени R , что

куб Г является выпуклым инвариантным множеством.*  R .
Л) А' эквиморфно и замкнуто вкладывается в произведение 

(л—пространств ТхМ,
I) в случае бикомпактной группы в произведение Г <Л1 явля­

ется абсолютным экстензором для класса Р°—всех р-параком- 
пактных О—пространств.

Дли данной группы 0՛ к произвольного класса К топологических 
пространств через К° обозначим класс всех таких Сг — пространств А. 
что X, рассматриваемое как топологическое пространство, принад­
лежит классу К.

Ниже всюду предполагается, что К один из следующих важных 
классов:

С—класс всех метрнзуемых бикомпактов,
В—класс всех бикомпактов.
Р—класс всех р-паракомпактов.
Из теорем 2, 3, 6 и замечания I легко вывести
Следствие 2. Пусть 6 бикомпактная группа. Тогда для 

класса Кс> свойство его объекта быть абсолютным (окрестност - 
ним) ретрактом эквивалентно свойству быть абсолютным (ок­
рестностным) экстензором.

Следствие 3. Пусть 6 бикомпактная группа. Тогда всякий 
объект класса К° можно эквиморфно и замкнуто вложить в не­
который абсолютный ретракт того же класса Кь.

Следующая теорема дает простое необходимое условие дли то­
го, чтобы (7—пространство Г являлось абсолютным (окрестностным) 
ретрактом.

Теорем а 7. Пусть группа 6 либо бикомпактна либо лока /ь- 
но бикомпактна и обладает счетной базой. 7огда для всякого аб­
солютного (окрестностного) ретракта ) класса К ' и для всяко­
го непустого подмножества И группы С множество Н -неподвиж­
ных точек—\’\Н\ = |у£И Лу = у; Х’Л 6Н}-являетея абсолютным 
(окрестностным) ретрактом для класса К.

’ Паракомпахтиое пространство называется р-паракоипактным. если оно со- 
“ершен но отображается на некоторое метризуемос пространство.
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Замечание 2. /? случае бикомпактной группы О теорема 7 
для класса В° ранее была получена К). М. Смирновым (а). 1

Автор сердечно благодарен проф Ю. М, Смирнову за руководство.

Московский государствеммый I
унинерсигег нм. .М. В. Ломоносова

II. Հ. ԱՆՏՈհՑԱՆ
Տիխոսուփ թԼորհմր ձևափոխութէու6ներ|ւ տոս|ոլո<|իւս1|սւն |uJpLr|i 

կատԼդււ (փայում

Հոդվածում 1/) ի խոն ով յան տ աբածութ յո<նր Նո։յն կշոի խորանարդի մ ե յ 
ներդնելու վԼրա բերյս/լ ձ իխոնովի դասական թեորեմր տարածվում I ձևս/- 
փոխութ յունների տՈպպո դի ական խմբերի վրա/ Բերվում Հ նաև հետևյալ 
ւԱ/յտնի թեորեմի Լկվիվարիանտ տարբերակր, կ ամայական ’)—պ արակոմ- 
պակտ տ արածությո<նր կարելի է փակ կերպով ներդնել ինչ-որ րիկոմպակ. 
ս։ի ե մետիդաչյվոդ տարածոլթ յան արտադրյալում։ Որպես մասնավոր Հե­
տևանքներ ստացվում են միևնույն կշրի բիկոմպակտ Ր|—րնղլայնմ ան դոյու- 
թյան, ձեա փոխոմթ յունների տոպոլոդիական խմբերի համար րարլւսրձակ ոե- 
տրակտների և րս/ք/արձա ‘է է/ Ատեն/լորների դասերի համրնկն ման վերաբեր­
յալ պնդումներր և || — անշարժ կետերի բազմության վերաբերյալ թեորեմր:
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