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■ Самой общей математическом структурой, на которой во «можно 
■моделировать свойство индукции и, следовательно, рассматривать ре
курсивные схемы, является алгебра с одной унарной операцией и с 
Ндним образующим, определенная в ('-*) под названием «иидукцион- 
^Изя модель». В этой статье мы будем такую алгебру называть хнаром 
■Введенное в (') понятие типа индукционной модели переименуем в 
Характеристику унара.
■ Исследования (’• ’) приводят к следующим трем основным вопро- 
Есам

1) Каков класс всех арифметических функции, определимых на 
гнаре любом характеристики?

2) Каков класс всех унаров. на которых определима данная ариф-
егическая функция?

3) Каков класс всех арифметических функций, определимых на 
нарах конечной характеристики?

I При этом, в отличие, например, от (*) здесь функция V - 
I ((х„ х3.....  х„) назынается арифметической, если при нзыененн
аргументом на множестве натуральных чисел у принимает также 
натуральные значения. Исчерпывающий ответ на первый из поставлен 
» ых вопросов в классе примитивно рекурсивных функций дается пюре 
[мамн 6 и՛ 6’ из (։). Ответ на второй вопрос дли некоторых важных 
функций содержится в (1 ’). Настоящая статья, в основном, посвящс 
на исследованию третьего вопроса

Георема 1. Лля того, чтобы арифметическая функция 
у=»/(х) была определима на у на ре конечной характеристики (т. 
л), необходимо и достаточно выполнение требования: /(х Ьп) 
1֊ /(.г) делится на п при любом т^.х<т-п и произвольном на

туральном а.
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Доказательство. Пусть .VI—произвольный у нар конечной 
характеристики ("», л). Назовем натуральные числа / к и ЛЬ ран
ными, если при гомоморфизме А : ж-М (существующем и единствен
ном по теореме 2 из (’)) Л(/) Л(«). Функции /‘(х) определена на Л!
(’), если при ЛЬравных I, и числа /(/), /(«) также Л1-равны. Если 
0^2<^/и, то Л(с1 г; если же г>т и г = т+У+кп, где Ое=;и<Х а 

то !!(:')—т -|֊г. Следовательно, два натуральных числа Л7-рав
ны тогда и только тогда, когда их разность делится на п. Пусть чис
ла /, и .И-рэвны. Возможны два случая: I) /<^гл, тогда и т н/=п. 
а следовательно./(/)»/(«); 2) / т. тогда и^т, ( — т — у 4֊ /г{п, 
и = т + г где 0<г’<?։. А։, Теперь доказательство тео
ремы 1 очевидно. . * к

Простым следствием из этой теоремы является следующий ре
зультат. который существенно использовался в (') н (г).

Следствие 1. Дтя того, чтобы функция у=/(х) была опре
делимой на любом унаре (была ИОФ (г), необходимо и достаточно, 
чтобы при любых натуральных т и п 0 число ]{т 4- п)— /(тУ дели
лось на п. дММ

Для доказательства достаточно отметить, что для любой пары 
т, п 0 натуральных чисел существует унзр характеристики (гл, л).

Следствие 2. Любая арифметическая функция определим! 
на любом унаре характеристики (т, 1) при произвольном натураль
ном т Имея в виду последний результат, введем следующее опре
деление.

Определение, (а) У нар характеристики типа (т, 1) называ
ется тривиальным; (б) арифметическая функция, определимая хотя 
бы на одном нетривиальном унаре конечной характеристики, назы
вается конечно определимой функцией. 1

В (։л) показано, что функции х 4֊ у, х • у, х», сх (с—константа) 
являются конечно определимыми. Рассмотрим усеченную разность 
х —у. при этом полагаем:

х у, если х₽»у
О, если х<у

•
Используя теорему 1. легко проверить, что функция х—у не 

определима ни па одном нетривиальном унаре конечной характери
стики. При этом надо иметь в виду следующее утверждение из (։): 
для того, чтобы функция у-’ /(х„* х։,.... х„) была определимой на 
унаре ЛТ, необходимо и достаточно, чтобы она была определимой на 
Л1 по каждой переменной при фиксированных значениях остальных 
переменных. ' ш

Последний пример показывает, что не все элементарные по Каль 
мару (ь) функции конечно определимы. Тем не менее будет показано 
(теорема 3), что один интересный подкласс (класс Р ) (в) класса «ле- 
ментарных по Кальмару функций содержится в классе конечно опрс 
делимых функций. .1
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Замечая, что, по определению, совокупность всех конечно опреде
лимых функций является максимальным классом арифметических 
функций, для рассмотрении которого достаточен потенциально беско
нечный натуральный ряд, мы можем теперь утверждать, что без пере
хода к бесконечному натуральному ряду мы не в состоянии задать 
даже класс элементарных функций.

Обозначим через Р! класс всех конечно определимых функ
ций- это класс всех арифметических функций, каждая из которых 
определима на конечном унаре.

Теорема 2. Класс Р! замкнут относительно операции, под
становки.

Доказательство этой теоремы опирается на теорему 1 и слсдую- 
цую очевидную лемму.

Лемма. Если функция ф(х) определима на нетривиальном уна- 
е конечной характеристики (/,. и,), а функция д(х) на аналогии - 
ом унаре конечной характеристики (1։, «։), то /(х) и £(х) оп-
еделииы на унаре характеристики (т, л), где 
-общее кратное чисел и,, и,.

а п —

Пусть Г—класс арифметических функций (*), содержащий функ
ции х 4- у, ху, х* и замкнутый относительно операции подстановки, 
чнтывая теорему 2 и тот факт, что функции х 4-у. ху, х* и х—I 
онечио определимы (*), получаем следующее утвежденне:

Теорема 3. Класс К строго содержится в классе Р/.
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Վերջավոր Г|шйг|п։Сш1|ЕЬг|1 վրա որոջելյւ |>վաջսւեակսւն 

ֆուն1|զիա1ւ1>ւփ ղսւււի մաււ|ւ(ւ

Հողվածում ուսումնասիրված 4 այն թվաբանական աոույթների դասր, 
։րոնէյից յուրաքանչյուրի մակարկմամբ սաՀմանե/ու Համար բավական Հ 
ււնԼնա/ բնական շարքի մի վերջավոր Հատված։ '^ույց Լ տրված, որ այղ 
յասր փակ Լ բաւյաղրման ղոբծրպութ յան նկատմամբ և սւկնարկված Նրա 
ղիրբր թվաբանական աոույթնեբի այլ հայտնի ղասերի նկատմամբ:

ЛИТЕРАТУРА — АР II1» ԱՆՈհ1*90ՒՆ

• Л. С. Машурян, ДАН ЛрмССР. I 59. № 4 (1974) » Л С ЧашурЯН ДЛИ 
АрмССР, т 69. Л» 4 (1979) • Л Генкин О математической индукции, Фитаты, 
М, 1962. М. И. Мальцев, Алгоритмы и рекурсивные функции. Наука. М. 1965 
'' Я. Гжегорчик, ЬКС. Проблемы математической логики, Мир, М. 1970 • Г /> ։■■ оф. 
Т. Барги. Современная прикладная алгебра, Мир, Мм 1976

211


