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Задача нелинейной ползучести кривого стержня при кручении 

(Представлено академиком АП Армянской ССР II X Арутюняном 2ДУ 1980)

В настоящей работе рассматривается задача о кручении стержня 
с круговой осью и постоянным поперечным сечением, материал ко­
торого обладает свойством нелинейной ползучести (').

Пусть стержень находится под воздействием перерезывающих 
сил Р и крутящих моментов РР (R— радиус осн стержня), прило­
женных на ториевых сечениях (рис. 1).

Рис. I Стержень с круговой осью н по­
стоянным поперечным сечением, находя­
щийся под воздействием перерезывающих 
сил Р и крутящих моментов Л1при­

ложенных нв ториевых сечениях

Впервые так.» задача . постановке теории упругости раесмвтри- 
евзас и работе (•». а затем-о (*֊’»• Аналогичная задача за нреле- 
лом упругости для пеупрочпиющегося материала исследонана в ( I 
Для упрочняющегося ' материала эта задача исследоваи» и работая 

” I. В случае пространственного напряженного состояния связи 
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между компонентами деформации ползучести и напряжения при нг- 
лииейной теории наследственности с учетом старения материала, сот. 
ласно Н. X. Арутюняну (։), имеет вид

I

ХКц-Зц- $//(«,) К(/, (1.1)

ч

где О = /Г/З, а Е принимается постоянным, X// «ц—й։/а, ?Ч1—симво։
Кронекера, а—среднее давление. /(’0) — некоторая функция, характери­
зующая нелинейную зависимость между напряжениями и деформа­
циями ползучести для данного материала,оо интенсивность касатель­

ных напряжений, А(С :) —30 С(<, ՛) —мера ползучести при

одноосном напряженном состоянии.
Воспользуемся тороидальными координатами ։, 3, ?: х = р cos 

у —pslH7, r=-//siii>, где р = п sh a(ch a —cos Н a(ch ։—cos[i) ',

здесь 0<я^оо, —0<г<2х (рис. 2).

А-О

\

Рис, 2. Семейство окружностей с полюсом 
н семейство дут окружностей, ортогональ­

ных к ним

мании будем иметь (и)компонентов де РДля

напряжения, за исключением и з.г, 
t равны нулю, тогда из уравнений равно-

Положим, что все компоненты 
в любой момент времени 
неси я остается (**)

0, (1.3)
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а из остальных следует, что напряженное состояние стержня не за- 
висит от т, слеловятельно, тензор дефпрмяцяи также
Т. Из (1.2) перемещения представим в виде

и» = м։о+

•3

(14)

//Л

где и.о, «чо, и^о— произвольные функции а, £ н т.
Подставляя (1.4) в (1.2) и учитывая указанное обстоятельство, будем 
иметь

1_ б>о,0
Н да

1 дН и <). д (и"\ д/иА
(1.5)

а относительно Л. Л приходим к системе трех дифференциальных 
уравнений, решение которой будет

(/Л 4֊/Л’ \ 1 др 
)Нд1 (1.6)

где До, О։, £)—произвольные функции от I.
Исключая из (1.4) «։ и используя (1.6), получаем уравнение 

совместности деформаций

Полагая в (1.5) равными нулю все компоненты деформации, 
кроме е,։ и е-ц, получаем систему относительно Щу, и^о, решение ко­
торой будет

(1.8)
Н д1 Н да

Л, В, С, ^—произвольные функции от /.
После подстановки (1.6), (1.8) в (1.4) 

перемещения и., и>, иг
Вводя функцию напряжений

получим выражения для
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I <7Ф 1 дФ
«м  -----------• С^ =-----------

Но» * Но» да ’

от (1.1) и (1.7) приходим к основному уравнению задачи

(1.9)

где

(1.10)

д
аз

/(%) <*Ф

₽*
| А('. ')</’=

ПОН'

р3

1 1//Ё2* V /^>\։ 
Нр։ I Ьх ) Ь? ) • (111)

Таким образом, задача о кручении стержня с круговой осью в 
условиях нелинейной ползучести приводится к определению '1' из 
нелинейного интегро-дифференциального уравнения (1.10) при гра­
ничном условии

Ф(х, Э, 0=0 на Г.

Крутящий момент выражается формулой

(1.12)

где (1*1 = Н'(1г(1$ — дьдх.
Переходя от =«7, з>։ к ал, и подставляя в (1.12) 

менения формулы Грина—Остроградского, получаем
после при-

Рнс 3. Поперечное сечение скручиваемого 
стержня Г,—замкнутая кривая, целиком 
лежащая в «том сечении; п-иапраалснне 
внешней нормали к контуру Г„ а г —дуга 

«того контура
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Л(---- V ф</ ( 7 ) + я G ֊ Чг+ 2J? С f ® <1».
Л 4(1' .Up'

2
Принимая «I’ = 0 на внешнем контуре, .тля многосвязанной области 
получим

где Ф*(0 значение Ф на контуре Г*.
2. Пусть Га—замкнутая кривая, целиком лежащая в поперечном 

сечении скручиваемого стержня. Область, ограниченную этим кон­
туром, обозначим — • (рис. 3). Интегрируя обе части уравнения (1.10) 
в области 2# и переходя к контурному интегралу, получаем

_։
р։

I сМ»

I бп

I 
р(’о) 

<1

дФ 
z)d-.

дп
ds

DG Cdj_

2 .' Р* ' 
Г.

(2.1)

где л —направление внешней нормали к контуру Г,, а $—дуга этого 
контура. Формула (2.1), которая используется при рассмотрении стерж­
ней с многосвтзанним поперечным сечением, представляет собой 
обобщение теоремы Бредта о циркуляции касательных напряжений 
при кручении стержня с круговой осью при произвольном законе
нелинейной связи между де рмациямн ползучести и напряжениями.

3. Пусть поперечное сечение ограничено окружностью ։ з0.
Тогда Ф удовлетворяет условию Ф(։о, ?, О «■ 0. Положим, что

/(Зо) - ։ +

где Л—физический параметр, характеризующий нелинейный закон 
ползучести. Решение уравнения (1.10) ищем в виде

Ф(а, ?, 0—2 х*ф*(’. 0. (3.2)
Д-0

где Фо соответствует случаю идеально упругого материала. 11одставляя 
(3.2) в (1.10) и П.11), приходим к системе рекуррентных дифферен­

циальных уравнений
^Ф„ 3 <^Ф. 3 ^^-".= №?я>(я = 0, 1,2, ...). (3.3)

д1‘ р б)։(Ь Р Ф

Здесь I
_֊0О«> + О Сомла.(3.0

ч
. & 0 при »>1 определяются соотношениями

т.сл.0-2 р((. ’)(«».-—+Ч'։<1 Чга>։’” —»*• (3-5>

Д-и
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где

Л'(Г, й (36)

= j»“<
n
v qrad Ф* grad Фл.» ,*-՛> (3.7)

a R(t, -) —резольвента ядра А.'(/, t). Если

СИ. d = ?(d|l

то

W. ֊) = e—^'dx.

где
Г 

т<(') = 7 ( 

’I

+ 3G?(d

причем, согласно (’), ^(т) = С04՜ гдеС0, Л, и 70—некоторые пос-

тоянные, характеризующие свойство ползучести материала.
Внодя новч ю функцию •>„ при помощи подстановки Фя(а, р, /) = 

= sh’a(cha—cosp) >(’, р, /), из (3.3) получаем уравнение с раз­
деляющимися переменными

Т"
/7~(ch а —cosft)л 7 

sh։ а

при граничных условиях ^я{^, р, /) =0, 
Введем функцию

(3.8)

(л-0. 1. 2....).

Z7(a, 9) = P’(ch a)Q7(ch р) ֊ Pn"(ch 3)Q7(ch a),

где Р”(х) и (?"(х)—присоединенные сферические функции соответ­

ственно первого н второго рода т-го порядка л-го индекса.
Решая уравнение (3.8), удовлетворяющее указанным выше ус­

ловиям. и переходя к Ф„(а. р, /), получим

--- СI
2z(cha—cos <)••'.) J

?„($, т.ЛМсЬ: СО5 т()а*Т(>, 8;т;)</У. (3.9)

где Г функция Грина для данной задачи, причем Г = Л(«, Э; Е, ц), 
при с<«, где

о/_ о. ► _ч 16 7] у ։4 ։ц(сЬ ։)
«(’. р; «. т.) - — <г’ш(։0. ։)————,4-

9 (Дш(сь *0)
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. 2 у !> <й.,„(сп>)
Л(*-9/4)(*>-|,4) •

и 1 «//(:, »}; «, 3) при
4. Пользуясь формулами (1.9), (3.2) я (3.9), полу,нм следующие 

формулы для определения пзиряжеияй и в„ в сплошном «руге:

/ а ых _ 3(СЬ «—СО8 ?)’Р5Ш ₽ С Г „ . 
Мв’Р՝П —,---------------- \ 5(5,7],Г)(сЬ։-соз74)’РГ(!х,₽Л,т<)</а +

4 и и յ
с

(СК ։ 08 З) ’1’
т„ Г)(сЬ;-С08 7^Р дГ(а, X 5. 7,)

4/2;

М«.Р. 0= (сЬ>~со$3)Ф(5сЬ*> НсИ » со$ 4-3)
4г 1* $1г з

С [$(1. 
V и

-С08 Ч)*Г (а, ?; Е. т(М2 4- -^7'77')1; ( [ Ж Ч. О(сЬЕ -
и

—СО8Ч)’1։Г։(։, ₽; Е, т()4/2.

где

1)
16

9
1|? (’о Л)

01|р(сН 1)
<?1||։(<Ьа0)՜1՜

Ь2
2^-||г(д(|. Е)

(Л։֊-9/4)(*։-1/4|

щ(сь 1) 
(Д_|р(сЬ։0)

со$ Л(Э—*,). при ; <։;

1\(։. ?! «.
С?Ъц(сЬЕ)

91-|р(<|”о>

/)(сЬ; —

2Г-|р(ао. »)___  . ||; (< и СО5^(3—т,), при ։<Е;
(*։-9/4)(Л։-1/4) Рг-։|2(СП։О)

£(։. ?. П - ?о(0-1- 1 >*?*(’.?. Л;
։

г.э(1։)> ,) = р>(с։1 ։0)<?2(сЬ 1)-Ря'(сЬ1)р;(сЬ »0).

5. Исследуем сходимость ряда (3.2). Для доказательства су­
ществования решения надо показать, что ст<пенши ряд <■ _֊ 
коэффициенты Фл определяются из рек\рр<нтны\ формул I.

дится абсолютно и равномерно. Для ^гг>г,,г<։
а. л п пяяномеоно относительно / из некоторогоФя, в зависимости от л. равномерно

о .ьикгноованным промежутком изменения вре-промежутка. Зададимся фикснроианн«" <|
мени ^.<7^ Т и положим

тах|К(/, т)|-А'г, тах|/?(/, т)|-/?г. Ь։<'.

Тогда из (3.6) и (5.1) очевидно, что

(5.1)
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|Л(/. -)| А'л( 1 + /?гТ) = .Уг.

Вводя норму

..... IV! . ^(А)-Л(Я)|
||Л|| = тах|А| ! տսբ * ■յ-— 

I * я

где Д. В — произвольные точки внутри поперечного сечения стержня. 
0<3<Ч. при помощи априорных оценок Шаудера (15)։ которые в дан­
ном случае пишутся в виде

||օ»փ4^յ^||. (5.2)

где с, —некоторая постоянная, зависящая от формы области, полу­
чим рекуррентную систему неравенств. Из (3.4), (3.5), (3.7) в силу 
(5.2) получим

ЦФ-11 ֊ .
« •

где 2Л/г7'р ժ( 1 -брс,).

Р = тах

Рассмотрим ряд с общим членом Хп[|^0||н“2>.е“л. Методом индукции 
можно показать, что ||?я||<Цф0||л“7>.-я. Нетрудно заметить, что ряд

4 а следовательно и ряд (.3.2) сходятся абсолютно и равно- 
я-о • ■
мерно с радиусом сходимости К « Ь = (364»1ко11*)в|*

Ереванский политехнический институт 
им К Маркса

Մ. Ա. ԱԱԴՈՏԱՆ. Տ. Մ, ՓՈ1ԱԴՏԱՆ
Կոր ձողի ո^-^ծային սողքի խնրյիրր ոլորման ղԼպքում

Աշխատանքում ուսու մնասիրվո» մ Է չրյանային հատո»յթ ունեցող կոր 
ձողի ոչ- ղծա յին սողրի խՆղիրր ոլորման ղեսյրում է

0ղտ ազործ ելով քէորական կ ո ո ր ղին ա տՆ հ ր ր , խՆղիրր րերւքում է ոչ֊զծային 
իետեղրո* դիֆերենցիալ • ավասարման քուծւէանր ղրոյական եզրային պայ»!ա^ 
նով»

^յդ •ավասարման /ոէծոէմր որոնվում Լ փորր պարամետրի Նկատմ ամ ր 
ասսւիևանային 2աՐք>ի ^եսրով» Ապա ցո» ցվ ում Լ այղ 2արրի հավասարաչափ 
ղոէ ղամ իտոէթ յոէնր» Ստացված են նաև րան տձևեր լարման կոմւզոնենտներր 
Հաչվելու համար» 
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