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О совпадении двух систем функций, ассоциированных 
с функциями типа Мнттаг-Леффлера

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М Джрбашяном 16/У 1980)

1. Как известно (*). целая функции типа Миттаг-Леффлера опре
деляется посредством разложения

(0>0, —пс<н< + сх;)
(1)

которое при |»=1 совпадает с самой функцией £, (а). В совместной 
с М. М. Джрбашяном работе автора (։) било установлено следующее 
важное представление этой функции но всей комплексной плоскости:

(КХ^с. —°о<р<+оо), (2)

где л —подробно исследованная функция. С произвольной не
убывающей последовательностью р.*}?в статье автора (։) ассоцииро
вана система функций

Г(р) Г1 Ъ ■л)
г»

/-* + 1 2г.1 ?П («+М
<л, (3)

где контур т охватывает все особенности подынтегральной функции. 
Важнейшие свойства этой системы функций, лежащие п основе пос
троения в (•*) квазиполиномов типа Бернштейна — Хаусдорфа, сле
дующие:

а) Для значений параметров 1<р<4*оо,_ -Ь «о функции 
Р

[»<**՝(-*)) непрерывны, неотрицательны на замкнутой полуоси |0,-) <к|. 
При >.։ = 0
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Л О
0<х^ + пс, (4>

причем

(х)<1. (5)

б) Система функций (3) связана с системой функций |а>як(л) 
‘“'л.»(•*)) следующими равенствами:

(Г

ЛГж?(-*) = Пн) ( ««.а(х/)Ф,.и(/)<//.
О

(6)

где Фр и (О функция из представлений (2).
и) Для любого л(1ог<ао) и /^(0, 4 «с)справедливо следующее 

тождество:

где

Я
?)= V 

й-1
(7)

П (>֊/->•) /֊• ) _Р_
) 2-1

Г
? (5-Н)П(НЪ)

№*>(х. / ) ==

2. В статье (’) рассматривается базисность системы функций

г„(П ?-(О
Е^г) </*. л=1, 2, (9)

где Сп замкнутый жордановый контур, содержащий внутри себя точ
ки Ц, К,. .... Х„+1; £,(։)—функция Миттаг-Леффлера, а последова
тельность (>֊и| такова, что

<>0, (л = I. 2......), Ол Г(0<р< + «о. л -по). (10)

Базисность системы устанавливается в определенной области 
О։СТО, где система функций |'?я(017 регулярна. Доказывается, что 
любая функция Е(1). регулярная н б։, представляется внутри этой 
области, т, е, на любом компакте Л'_О։, равномерно сходящимся 
рядом 

/=•(() - Мя(0.

причем это представление единственно.
В частности, для функции ДЬггтаг-Леффлера получено представ

ление
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£(.-/)= V вдР4*)= £ в*/п 6- — ')!. 
к-О »-С I /-1 \ л/ / I

(И)

где а» ?цП (1 Л<4-<Х4.
3. В данной заметке показынается полное совпадение системы 

функций (9) с введенными ранее автором в статье (3) агрегатами, 
служащими для построения квазиполиномов типа Бернштейна֊Ха
усдорфа, ассоциированными с функциями типа Миттаг-Леффлера. и 
приводится ряд следствий в связи с этим фактом. Для решения по
ставленной задачи прежде всего докажем следующую лемму.

Лемма. Пусть {'„17 — произвольная неубывающая последова
тельность

• • • • 11։п I „ = по 
я-»оь

Тогда для любого п (1^л<- -ю) в / £ (0.по) имеет место

где >

= г (,.) П */—* 11(13) 
'"՛ (ИХ/)/-՛

а /?*^и>(х, >) определяется посредством (8).
Доказательство. Как легко следует из выражения (8) фун

кции >), при замене К, через (1^/^л) она не изме
няется Поэтому из (7) следует также, что

у) = X V I п А------- !------ А ^(л).
Г(ц)»Г? 1У.д.н \ /

где

(*+М П
|-*н

Отсюда заменой л—/4 1 через / получим

где

о» 2֊ 2|лп71-
I <!*)*- I 1/-| \

аИ-Дх),

Г(|1)х^՛ Н)

И окончательно
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£Д-/х, н)-/?' •»(.<,/)= 2_ V 
Г(10 д }-՛

<и,»*)(х)= геол»’1-՝»! Л_ Г______
2'И(։ + х()п(1 + 1)

“ ^ЯиНа г ЯК5՝; /”1՝4 **
откуда следует утверждение (12) леммы.

В статье автора (’) было доказано, что при условии V /-’==4.^ 
ТтиЯЙу " / - ։ *

равномерно по х£|0, 4- ] и ).£((). 4֊ ею)

11л /?’7'(х, >) — 0.

Отсюда из утверждения (12) леммы и тождества (7) следует, что к 
функции типа Миттаг-Леффлера >с. р) сходятся как квазиполи
номы

И)| = 2֊ п 6֊֊)| <‘Дх), 
Г(|*>I। X >•/ / I

(14)

так и квазиполиномы

Яп(£Д-/.<,р)|=2- у1п71-2)1 ^>(д). (15)
I 1н*֊| I >-|\ *1 > »

где ш' д>(х) и и/*£’(л) определяются соответственно из (3) и (13). 
Отметим, что если здесь положить р = р =1, то получатся известные 
агрегаты Ф. Хаусдорфа, дающие приближение к функции е՜1'.

Теорема. При |* = 1 система функций (13), служащая для 
построения квазиполиномов типа Бернштейна Хаусдфора. ассо
циированных с функциями типа Миттаг-Леффлера, тождест
венна с системой функций (9), т. е.

«<м>(х)»Т»(-х), * = 0, 1, 2........х€|0.4-<*И.

Доказательство. Положив в тождестве (12) р = р = 1, бу
дем иметь

<Ф(Х) Ь /). (16)

где

В (16), изменив индексацию (А- I —«. ֊՝’ “ I..... п֊ 1), получим

®,+|(х) 4 Р";ь(х, О. (16')
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где

։(л') =
(17)

С другой стороны, положки в (9) р •= 1, получим

1 с
2тЛ ] 

■*
(г-/* .)

(18)

Сравнивая (17) с (18), убеждаемся в полной аналогии, т. е.

л) =։ц.+1(л), к — 0, 1, 2......

Для того, чтобы получить утверждение теоремы, достаточно в 
(17) вместо х взять л՜/, умножить ня ф._.л (/)<// к проинтегрировать 
от 0 до оо. с последующим использованием представлений (6) и (2) 
Тогда получим 

՛% :?( ' ) = <•>* .։(ЛГ)ФЬ!, (1)М

* I О
-.) п(։-НдЛ

1
2я/.) («Ч-Ха+О п(1+г

1 /-1Х
что при н = 1 совпадает с функциями -л). Одновременно установ

лена тождественность приближающих квазиполиномов /?я[£Д—Кх, ц)| 
или, что то же самое, Вя|£р(— /л,>>)), с разложением (II) при п-оо.

Доказанная теорема позволяет дополнить ряд результатов, каса
ющиеся приближения квазиполиномами типа Бернштейна —Хаусдорфа, 
ассоциированными с функциями Миттаг-Леффлера. Действительно, с
помощью этой теоремы осуществляется переход указанных прибли
жающих агрегатов, рассмотренных в статье автора (։), с действи 
тельной оси в специальные области комплексной плоскости, рассмо
тренных в (‘). Далее приближение у иве получено при (случай

1 классический, рассмотренный Хаусдорфом в (5)). При этом ус
ловии система функций |ш^^'(л)|, как легко следует из (4, 5), сох
раняет свойства известных агрегатов Бернштейна Хаусдорфа. А вот 
при 0<Ч<Д эти свойства нарушаются, и тем не менее в силу резуль
тата авторов статьи (•) приближение имеет место и в этом случае.
конечно, если последовательность лишь типа

'л>0. /л—я11՜. 0<р<1, «֊►<».

Таким образом, в этом случае квазиполиномы типа Бернштей
на Хаусдорфа, ассоциированные с функциями типа Миттаг-Леффлера, 

дают приближение и при условии V > * = в то время как ряд 
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V к■' может сходиться, что не имеет места в случае приближения 

на полуоси (0, |-оо|.

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса

1>. Ա ՐԱՂէ^ԱՆՄիտտւ։ւ<|-Լեֆֆ|երի տիպի ֆունկցիաների lihin ասո(յիււսյւ|սւծ .ֆունկցիաներիու համակարգերի համբնկնե[իու|»|ան մասին
Ներկա աշխատանքում ցույց Լ տրվում (’) հողվածի |?*(0/ ֆունկցիա֊ 

ների Համակարղի և հեղինակի կողմից ներմուծված (*) Հողվածում ա ղրե ղ ատ - 
ների, որոնք ծառայում են Միտտաղ֊1եֆֆ[երի տիպի ֆունկցիաների Հետ 
ասոցիացվտծ է!եոնշտեյն— Հաուսղքւրֆի տիպի րվաղիպոլինոմների կաոուց֊ 
մանր, յրիվ համրնկնեյիությունր .

ներվում են մի շարք Հետևանքներ այղ փաստի կապակցուէ յամր ;
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