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Об асимптотическом поведении некоторых интегралов 
Фурье с логарифмическими особенностями

(Представлено чл -корр. АП Армянской ССР А А. Талаляном 8/V 1980)

В вопросах математической физики часто возникает необходи­
мость исследовать асимптотическое поведение интегралов Фурье

F(z)« I /('* — 4s) COS' zdl (z —оо). (I)

Асимптотическое представление интегралов Фурье, неосциллнру- 
ющая часть подынтегральной функции которых имеет конечное число 
особых точек типа

ч (/ — <М-Чп(/—Ф) (0<Х< 1)

1 было получено в работах (|>։). Но метод, использованный в этих 
1 работах, применим только тогда, когда подынтегральная функция 
I имеет явный вид в интервале интегрирования. Задача о получении 
| асимптотик интегралов (1), поведение подынтегральных функции ко- 
I торых известно только в окрестности особой точки, для определен- 
■ ного типа несобственных интегралов Фурье была решена в работе (’). 
■ В настоящей заметке получено асимптотическое повеление ин- 
I тетрила (1), подынтегральная функция которого в окрестности точки 
■ >.«. 1г имеет особенность типа
| Фр.’-А») 1п'(>-։֊*։) (/=1,2.3),

где Ф—аналитическая функция.
Эта задача легко сводится к рассмотрению интеграла

I Ф(в>։—Л*) In'iK՛’—Л1) e'*ldu՛,

L 
где w изменяется в комплексной плоскости.

(2)
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Теорема 1. Пусть ’^(и4—£•)— аналитическая функция. Тогда 
для любого натурального Л! имеют место следующие асимпто­
тические разложения при г—о©

| Ф(а»*.-Л»)1п (••-Л5) г'»'</»-֊(—IV V |£^М^У_У2 Ч’.и.т)
Э т±4>| <*У”

I Я I՛- н

(I-1Ф(2|*у-/)1п(2<»-у)| ( I , л/ 1пз \.
+ </У- ”

М֊1.у/л»ф (2/^и — м1) 

иГЧ (/у"

о^|Ф(2/Лу-/)Щ(2(Л-у)| ф .
Т _---------------- м 11 * / Т"

г/у

</^[Ф(2//?у—уП1п>(2/»֊уЧ | 1
4ут )х.о^т + 1

С Ф(«։֊А։)1п։(«г*֊Л։)е---а:г = (-1)^։>/ ՝ V՛ । ^Ф(2/>У У1) ч- (г< „,)+
,) „“о | </у’

3^|Ф(2/Лу-у»)1п(Ш֊у)] ч.։(г тИ 
</у"

[ э</"’|Ф(2/Ау-у*)1п«(2М-у)| да) + 
(1ут

дт |Ф(2/&у—у,)1п,(2/6—у])। I / 1п<г
</у«" (у-о*"1 1 \ги*’

где / «1, 2,
Ч'։(г, /я) = Ч’(т)—1пг;

= ||(т)—1пг|։4-;(2. /л-1);

(•'»

(6)

(7)

Ч'։(2, т) = [ >(/л)—1п г]։ + |2'И/л)—3|пг];(2,/л —1)—2'.(3,/л — 1); (8)

у(т)~логарифмическая производная Г-функции;
',(п,т)—дзета-функция Римана.

Причем 1^,-1.^—-отрезки лучей, выходящие из точки (Л,О) и 
составляющие с действительной осью комплексной плоскости а՛

соответственно углы г—|

Доказательство теоремы I. Возьмем линию /- в качестве контура 
интегрирования, состоящую из отрезка длины а—г, дуг окруж­
ностей радиусов а,г (г<а) с центром в точке (к, 0) и отрезка, соеди­
няющего точки (Аг, г) и (Л, а). Тогда в силу интегральной теоремы 
Коши при г-»0 получаем: -
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Ф(1г* F)|n(w* —k։)e‘*!dw Ф(2/*у—y*)|lny 4-1п(2/Л y)|e-’-dy —

—iaeih*
r-2

Ф(2аЛе'» 4 a*e2/’)ln(2a^«l’4-a։r"’)e4*,r ”е-л-։"՝чН
Ъ

(9)

Для интеграла с интервалом интегрирования ('■>, к/2) имеет мес­
то следующее неравенство: 

9

•fl

Ф(2аЛг/*4-а1е,,*)1п(2а4е/’+<11еш<)е4(4’1в’*’,е-вл1,”4/^

* •

Ф( 2аАс<т -г агеъ ’) I n (2а ke*1 »• а'е11 ’) г/?, (10)

так как Откуда следует, что соответствующий интеграл экс֊
—

понснцнально стремится к нулю при ж—»оо. Чтобы оценить интеграл 
с интервалом интегрирования (0, а), докажем следующую лемму.

Лемма. Пусть /(/) непрерывна при ГХ) и .М —кратно аиф- 
ференцируемая функция в окрестности тонки /=0. Пусть также 
|/(0|<С^г,/. пРи (^>0), гае К и Ь положительные числа. не 
зависящие от (. Тогоа оля любого о>0

| е V՛ Г^-Г-1)ч-дг, т 4-м) ц-

. I I

(ii>

где 4 (z, т) = I, а 4'z(z, /п) (7=1, 2, 3) определяется соотношения­
ми (6) —(8).

Доказательство. Отметим, что при/=0 эта лемма является 
хорошо известной леммой Ватсона (*).

Для произвольного положительного числа Л1 мы можем выбрать 
такую постоянную С>0, при которой выполняется неравенство

fit) ^Се*Ч" (t 0), (12)

где коэффициенты ряда Тейлора функции /(/) в окрестности
т!

точки /=0.
Очевидно, что
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где

I г»/’֊Чп/< • /(П^“ 

о

.М-1

гГ~о т'

ч֊’ / МО) 
/п!

V

е-П(п .֊1|п?/(//_

(13)

р М-1 Л«)/П)Ям= I е "г-։ 1п'/ |у (И -V '— 
. ՛ т-о ш!

.И-1
1т <н.

Известно (&), что

.՛ чг
о

Используя неравенство (12). получим

ЛП

(14)

(15)

Учитывая, что в выражении (13) интегралы с интервалом инте­
грирования (а. -*д) экспоненциально стремятся к нулю при г -оо, и 
подставив (14). (1.5) н (13). получим асимптотическое разложение (11). 
Лемма доказана.

Воспользовавшись этой леммой, из соотношения (9) непосред­
ственно найдем

Ф(й-л_А։)1п(а,։ -Л։)е(’',</®
М-1

= 1?" У I </'"Ф(214?у - у*)
(/у"

4 ,(2. т)+

и

и л

Т и м!

</т|Ф(2։6у— у’)1п(2/^ -у)| | 1 . о/1п г \
(/у” |>_1>2’,+ 1 \г^41 /

Аналогично доказываются асимптотические разложения (4) и (5).
Теорема 1 доказана.

Институт геофизики и 
инженерной сейсмологии 
Академии наук Армянской ССР
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и. II

Լոցարի р մական Լցսւկիու թ|ո։նևեր niGLgnq Ֆուր|Լի որու ինտհցրա|նԼր ի 
ւս и ի մ ii| in ո ս ւ ի կ ա կ ա ն ւ|արքի մասին

Հոդվածում ու и nt մն ասիրվ ած է (1) ւ/ւիսյի Ֆո, րլե ի ինտեդրա լնև րր , որոնւյ 
ենթ աինւոեգրա լալին ֆուն1/1ք/ւան ) =k կետում անի

ф(д> —Д»)|П/(Л*—Л*) (/= Լ 2. 3)

աիղի եդակիու թլուն, Փ ^անալիտիկ ֆունկ^ա (ւ Գտնված Լ ալդ ինտեգրալ­
ների ասիմոլտոտիկական վտրրր, երր Ստաշված տրդլանքներր կիրաո-
վ,ոմ են մաթեմատիկական ֆիգիկ^ւի որոշակի խնդիրների լուծման համար.
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