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В данной работе предлагаются методы решении линейных алге­
браических систем, основанные па идее выбора не одного направ­
ляющего элемента, как это, например, делается н методе исключе­
ния Гаусса, а одновременно нескольких элементов—направляющего 
вектора.

Приведем необходимые обозначения из (’). Вектор л ■= |л/|;€Л- 
будем обозначать х(Лг|. Компоненту вектора, имеющую индекс ։, 
будем обозначать х|/|. Символ ЛГИ, .V] будет обозначать матрицу, 
индексы строк которой пробегают множество Л1, а индексы столб­
цов—Л'. Нулевую матрицу будем обозначать 0|Л1, Л’|. Скалярное 
произведение, умножение строк, столбцов и матриц записывается по 
обычным правилам.

1. Теоретическая основа. Обозначим Л = 1, 2, .... л). 
/И = |1, 2..........л։}. Рассмотрим систему линейных уравнений

<ъ|Л|г[Л'| ծ|/|. 1£М, (1.1)

где <է|.¥| вектор-строка, л[Л/| неизвестный вектор-столбец. 
Пусть /СОУ и .։<оКНО|К|, /0£Л1. Определим

а,|Л/| <б|^|4-з.^и|Л'1,

б'И - ծ|/|-Խ^[/օ|, 1£М.
где

я, ։,(А) “ —
(<>4*1.  <ъ9|*р
(«<О|Л'|. М*1> ’

Теорема 1.1. Если (х|А'|, л|.\’хЛ'|) решение системы (1.1), 
л»о (у[А], л|Л/\А'|)-решение системы

аД*|у|А]4  <։<|ЛГ.Л|х[Лг*̂|  =ծ'ի|. (12)
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где у|А՜] ֊ х[Л'1֊р<71,|А’|, >.£/?’, и наоборот. Если (у|А']։ хр\А'])
решение (1.2), то х|Л'| решение (1.1), где

л|А] у|А1 +
/>|»о|-а,01А|у|К|-7<0[У\К]х|^Л|

<К1- (1.3)
(<Ъ0|К|. ф01К|)

Доказательство теоремы можно провести, например, методом 
подстановки.

Следствие 1.1. Пусть Л10СЛ1. Тогда система (1.1) и систе­
ма

р,0|Л']х|У| Л|/о],
аДЛГИЛ'НА'Ш, /(ЛГ0, 
|Л1|Л']х|Л| А|«1. ЦМ Мо

эквивалентны в смысле множества решений.
2. Обобщение метода исключения. Рассмотрим метод 

решения системы (1.1), основанный на следствии 1.1, при условии, 
что Л/о одноэлементное множество.

В предлагаемом методе каждая итерация состоит из малого 
шага, когда относительно выбранной системы векторов идет процесс 
частичной ортогонализации, и большого шага, когда процесс частич­
ной ортогонализации закончен и преобразованию подлежат остальные 
непреобразованные элементы системы, рассматриваемой на данной 
итерации. *22

Первая итерация. 1 . Пусть А^СЛС Полагаем

а[|Л’| ==а։|У|, А’[1] = А|1|.

2 . На 5-ом (з^2) шаге находим элементы

4-1

й’|х) = А|5]
V՛ „(,>|/|, 

< - ։

где

а< : аДК|)
(п,|А,|.аНК1|)
(аЦЯЛ. аДА,!)' I = 1. 2......

3°. Обозначим = 11. 2 г։}, где г։ ранг системы векторов 
{аДАЛ^и • ^СЛИ то переходим к п. 2°, где вместо 5 берем
($֊Н). Если 5 = г։, то считаем малый шаг законченным.

4°. Определяем

а||Л(1 аДЛ'Ц- V „а‘|ЛГ], ^Л1 /?„ 
а

■ Так как »та система векторов подвергается процессу ортогонализации, то 
ранг се определяется и ходе ортогонализации.
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+ 2 Л1 /?„
II *,

где

в/ (А|) (Д.|*,|.  а/И.р
<а/|А։|. аИЛ.|)’ 

и считаем большой шаг законченным.
Обозначим Л'| = ЛГ Л'|։ М1 — Тогда в результате первой

итерации получим эквивалентную систему

а*|А',|х|Л' 1]-|-а}|Л'։|х|Л'1| = д։]/|, 1£ЯХ, 
аДЛ'։)х|^| = д>|/|, <64.

(2.1)

в которой система векторов |а}|К։|}<с#, ортогональная.
Вторая итерация. Пусть Кг = {''1+\. г։- 2....... г, ,

где (г։—г։) ранг |а,' |К։|}/е»»,. Организовав процесс аналогичным обра­
зом, после второй итерации будем иметь

о.ЧА'։|лг|ЛС.Ц֊а/|Л^։|ж|^| = Л>|/|. <</?,.
а/|Х։1х|^Ц-о?ЬУ։|х|Л',| = ^|«|.

где А', Л’։^А'։, Л1, = при этом система {«/1А'г|}цр, ортого­
нальная.

Продолжая эту процедуру, через •;(-< ш1п (т, п)) итерации 
получим

и*[А,|х|Л',|-|-а |'{/У,]хрУ.| = 6’|г|, $

Здесь А՛,, /?։ и М, имеют тот же смысл, что и при х 1, 2.
Теперь при произвольном х[;У,| = х°|А\| обратным ходом опре­

деляем все .куски*  решения дсв|ЛГ|, где 5-ый .кусок*

^1^1=5
ч-к,

о;г(К,| (5=1.2.

Отметим, что неразрешимость системы (1.1) определяется так 
же, как и в методе исключения.

Замечание 2.1. Пусть в рассматриваемой процедуре А։ V, 
ранг (1.1) равен г,. Тогда после первой итерации вектор

V *4'1  

(.6'1 VI, о?|Л |)
«։г|л'|

не только частное, но и нормальное решение, которое, как известно, 
является единственным (•).

3. Обобщение метода полного исключения. Эта про­
цедура отличается от процедуры 2 тем. что на большом шаге каж­
дой итерации преобразованию подлежат не только элементы, стоящие 
ниже соответствующей строки, по и элементы, стоящие выше нее.

143



Более точно, пусть согласно процедуре 2 на первой итерации 
получена система (2.1). Теперь продолжим вторую итерации! по про­
цедуре 2, при этом на большом шаге определим элементы

а;|Л'| v S(o/|.V|. ^.1).

*’И- +
it*.

* Отметим, что система ՛,□/|К։||<(₽, необязательно состоит из нулеиых «сиг- 
ров. однако при любом R, (а/|К,|. а/|К11) О, Это обстоятельство поз­
волит в дальнейшем выявить интересное свойств» полученного решения.
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(3.1)

(3 2)

где

(дИАГ,]. аг|Л,|)
(e/IA'.b д/|Ка|) ’ <€/?»-

В результате второй итерации имеем*:

^|А։]х|А։| а/|А։|х(А։Но;(Л’։|л֊|Л;| = A’U], i&>lt 
в?|К.ИК.]4֊вП^И^| -^U|.

и/ьч|д-|л’։н m w,-

При такой организации вычислительного процесса через t ите­
рации получим эквивалентную систему вида

va;|A-/|xlA-1|-ba;|.v;j.c(A4 = ^(|, «=1. 2.......... --
/- J

Система векторов {а*|К,| ортогональная, допустим, она ор 
тонормирована Обозначим Д|/?։, А/] матрицу, состоящую из систе­
мы векторов Д{А1։ Л'-| из («;|Лг-|и вектор-столбец
*|₽>| из |Л р‘|},е₽1 (/=^5, «4-1,.... т; « 1, 2 -)■ Теперь помно­
жим слева ДГ|А>,. А,| на Д|/?„ А/], Д|/?։, М|, Ь\Д?,|... и пусть Л°|А.,
А/|. Л°|А։, №| и л°|А,| (I — 5, «4-1......... -ч « = 1, 2........ т) соответ­
ственно результаты этого умножения. Тогда окончательно имеем:

v VIA,. A/lxlA/HA’IA,, ЛОДЛГ,| x®|A,J. « 1. 2........т. (3.3)

Теорема 3.1. Обозначим К U Ki, xfJIA'I =х°|А|, <։0|Л1| 
7-1

= Л|А1|. Тогоа произвольный вектор столбец «ж՜}՛|К| (лс/1А'։|, 
а/|А։|,..., */|А'-|)  расширенной матрицы системы (3.3) является 
собственным вектором матрицы

ХЧА։, A^.A’I^.A',!........А°|А։. А']՜
0|А„ А,|. №|А։. А,|........Л°|А„А',|

• • * • • 9 9 9

0|А-, А։), 0|А„ А,|........А'°|К., К..]
с собственным значением Х«1, при этом

Л'°|А, А|



^|A'։|x;|KJ t aJA'3|x;|K,|. ... ! a/|K-|x;|K I r/J/l, (£М. (3.4)

При заданной, системе {A։, Kt....... К՝} подобное разложение
л рассматриваемом смысле является единственным.

Здесь Ui|A,| (/ =« 1, 2,.... -) н аД/|, соответствующие эле­
менты системы (1.1).

Доказательство теоремы, с учетом замечания 2.1, нетрудно про 
вести, используя (3.1) и (3.2).

4. Об о ш н б к а х округлении в обобщенном методе 
и с к л к> ч е и и я. Пусть Л М и ранг системы (1.1) ранец п. Допустим, 
что исходные элементы (1.1) заданы с точностью до t десятичных 
знаков. Используй метол обратного анализа из (д) и рассуждения, 
приведенные в (■),  можно показать, что при решении системы (1.1) 
процедурой 2, после - итераций матрица ошибок будет иметь сле­
дующий вид:

*

10֊'
2

(4.1)

Если Кх, К։....... К- выбрать одноэлементными, то матрица оши­
бок (4.1) совпадает с матрицей ошибок, полученной в (д) для мето­
да исключения. Если же на первой итерации взять Л\ = Л, то мат­
рица (4. 1) совпадает с матрицей ошибок, полученной в (*)  для ме­
тода ортогонализации.

Таким образом с учетом рекомендации в (։) по организации 
вычислительного процесса можно заключить, что для любого К = 
= {Л,*,,  Л'։......... Л’-! процедура 2 по точности вычислений в принципе
.лучше" метола исключения и .хуже" метола ортогонализации, а в 
смысле скорости сходимости .медленнее*  метода исключения, но 
.быстрее" метода ортогонализации. Отсюда следует, что в принципе 
можно поставить задачу определения такого К={К\, Л,. .... К4. 
при котором заданная система линейных уравнений будет решена с 
требуемой точностью и скоростью.

5. Заключение. С учетом (1.3), следствия 1.1, когда 
не одноэлементное множество, можно предложить процедуры, кото­
рые являются модификацией процедур, рассмотренных здесь.
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Как известно, понятие и процесс ортогонализации играют боль­
шую роль при рассмотрении и решении различных задач, поэтому 
естественно возникает вопрос о возможности применения введенного 
здесь понятия и процесса частичной ортогонализации к этим зада­
чам, в смысле обобщения. В частности, с учетом процедуры 3, мож­
но поставить задачу обобщения известных конечных методов реше­
ния задач линейного программирования С՛6՛7), основанных на идее 
особого правила выбора не одного элемента, а нескольких элемен­
тов направляющего вектора.

Научно произволстиенное объединение
ММП Армянской ССР

Ա. Դ. *֊ПМ|Г>ЬЧ

Րւսցաոման և |’՝|<|| բացառման JԼ|>ողներ|ւ բնղք՚ւանրացում
,լ:Ւ ատանրում ա ոա քա ր կ վ ո էմ են դծային հանրահաշվական հավասա­

րումների սիստեմների լուծման մի թանի մեթոդներ, որոնր Հիմնված են ոչ 
թե մեկ ո1,],1ոՐ,յՒւ Հյեմենտի րնտրոէթյան վրա, ինչպես արվում Հէ օրինակ, 
Դաուսի րացաոման մեթոդում, այլ միաժամանակ մի րանի ուղդորդիչ 
մենտների' ուդդորդիչ վեկտորի րնտրոէթ յան վրաւ

՚1իտարկվոէմ են րացաոման րնդՀանրացված մեթոդում կլորացման սր- 
խալների հարցերր, և պահանջվող ճշտութ յամ ր ու արադությամր դծային 
հանրահաշվական հավասարումների սիստեմների լուծմ ան խնդիրը
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