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В статье доказывается, что всякая позитивная предполнэя экви­
валентность л-уннверсальна. Т. е. всякая предполная эквивалент­
ность является фактором любой позитивной предполной эквивалент­
ности. Замечено также, что в классе всех позитивных эквивалент-
ностей понятия /«-универсальности к предполноты (креативности) 
не совпадают. Но тем не менее /п-уннверсальность влечет 1-уни-
версэльность. И как следствие построен 
эквивалентности ■»> Трофимова (’) в себя.

Обозначения: X'—натуральный ряд;
частично рекурсивных функций (ч. р. ф.);

рекурсивный мономорфизм

{«РдЬелг—нумерация всех
Բ- множество всех обще-

рекурсивных функций (о. р. ф); Л,—множество всех 1 — 1 функций 
из Г; = '>?,—область определения кж=р?ж—область значений
Т»; Л(х)—универсальная в («рж}х€д՛ функция; П = | г/рх | ; Р—класс
всех позитивных эквивалентностей (*); Р', = {т1/т(£Р<&т)—предполная) 
(”). Если для т^, та из Р выполнено условие: <^х, 
/(уЕ>Ети для некоторой «х, у>—постовская нумерация пар), 
то будем говорить, что /«-сводится к т)։, и обозначать это так: 
т» 4тн'« |л|г, —класс ч), содержащий х; |х, у| —нумерация пар Клини.
Для т&Р определим нумерованное множество у, следующим обра­
зом: ¥л(»(х) « |х|,) (2). Если ->Ю^Р тривиальная, т. е. ¥х([х]гю = л), 
то будем обозначать через 75՛. Известные из монографий (*•*•*) 
элементарные понятия вводятся без определений.

Лемма 1. Для любой позитивной эквивалентности л с 
тожоественным вложением в П есть &п-подобьект П.

Доказательство. Пусть 7 — (5. >) подобъект II такой, что 
5^{(х|,.|делг, и пусть Л£Р такая, что Го(х) = т.ц, >.
Определим так: /?(х) = (первый элемент в перечислении «*(.»).

Так как Ух(-Л1^0. то и ¥х(Л(х) = |^(х)|,։), а это озна­
чает, что (7,, /) —главный подобъект П. Номер функции ц эффек- 
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тинно зависит от номера функции Л (’), поэтому и։п -подобъект П.
Замечание 1. Для каждой предполной эквиналентщктн т( су­

ществует о. р. ф. / такая, что

' ?/м>( у)|., 1?«(у)1’.)-
Для удобства будем говорить, что расширяет в ц.

Теорема 1. т,1^Р*<-»([х|,|хел. л-подмножество П.
Доказательство. Пусть такая, что

Ух((кг^0- ?*(<>€= 0-* — нигде не опреде­
ленная функция)) (’).

Рассмотрим ч. р ф. Л(Д(х), у), и пусть ДГ из замечания I 
для ч). Рассмотрим «р/*ил Ясно, что для всех л(А7.

Определим ?(х)£Л’ следующим образом:

“По = |?/*(г><0)|’,-

Проверим теперь, что ¥х(Яу( |у), = пх)->-4(л) =
Действительно: Эу(гх-= |у1,,)-*Кх¥=0&р?.г = = |?/*(ж1(0)|, =

Достаточность очевидна.
Пусть й(х)— одноместная универсальная функция. Можно пос­

троить о. р. ф. а(х) такую, что для любой ч. р. ф- »!?*(*) = 
= *<?.<,.։(*) и о. р. ф.

Теорема 2. Произвольное позитивное преополное номерован­
ное множество п-универсалъно (см. (*), стр. 15).

Доказательство. Пусть 7—позитивное предполное нумеро­
ванное множество и т}—нумерационная эквивалентность 7. Для прос­
тоты предположим, что »(л) — |х|»,.

Как известно, для каждого |х|г,. креативное множество 
((*), замечание к лемме II §3)).

С другой стороны, существует о. р. ф. К такая, что

(I)

Пусть л£А фиксированное число, |а|,—фиксированный класс; 
ф—функция продуктивности продуктивного множества Л [а|. и 
А€Л^[а],,. Определим о. р. ф. / следующим образом:

/(0) = а;

/(О-*.

предположим, что /(О),..., /(л) определены. Для определения /<я+п 
построим р. п. множество

R" « и |/(01ч 1) г/со “
1«<Я 1<<<Я

положим /(л-1-П ♦(?(«)). Легко убедиться, что Цл)-о. р ф. и
Ул^М^(;(л)) определена).

Тогда/(л) о. р. ф. и обладает следующим очевиным своп-
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ством: Ух, у(х у-*|/(х)|т * |Ду)|,.). Поэтому 7 л՛ вкладывается в 
к<Гк подобъект. ■ ]

Покажем, что (?л’, 1/(х)|0 ы'п-подобъект Действительно, 
множество /? = {<х, у>/х£|/(у)|,։| рекурсивно перечислимо и яв­
ляется графиком некоторой ч. р. ф. А такой, что

«Л = и 1/(у)Ь. = и и Ух^(х)([/А(х)1,-[х|,). 
.»6Л' ЛХ

Это и означает, что (тл\ |/(х)],,) адл-подобъект Пусть ц—ч. р. 
ф. Через г1К обозначим эквивалентность, полученную так: <х, у>£ 

ЗлЭ/п[£"(х) = £"•(>՛)], где ^(х) = х, #։(х) = р(х), #։(х) = ££(*)„..
(’). 1.‘ 1

Легко проверить, что ти^Р.
Теорема 3. В классе Р существует {-универсальная не 

предполная эквивалентность.
Доказательство. Построим ч. р. ф. С(х):

՝(•*) Пх1։ч, Ф['И.։(1А1։’»Н-

Покажем, что т,; /п-универсальная в Р. Пусть г&Р. Известно (։), 
что т) = т;г, для некоторой ч. р. ф. £ = <?„. Далее:

<х. У>€^^<1лЯт(=.;(л) ֊ »;(у))ЛЯяЭт(|и, ?;(х)| |и, ?7(у)|)
(в силу свойства однозначности нумерации пар) <->ЭлЭ/п(’,"(|«, х|) 
= ’"'(|и. У1)) (по построению ’,) ^ЭлЯ/и(?(/(х)) = ?"(/(у))) (/(х) = 
= *л|«. х|)^</(х),/(У)>€гк.

Покажем теперь, что эквивалентность V. нс предполная. Для 
этого проверим следующие импликации:

<-*. у>€тс<*ЯлЭт(',»(х) =’."(у)И*ЭлЯт(||х)„։,?''Ж|31(|х]։,։)| =

11у1։.1.<Р"Ь|(1у1>.։)|>֊ ՝И«.1 = |у|1.1&Ял, Т^^уЬ.։)) >

г=’1х1։>1 = 1у1։ч^<^1х1։'։4у)1л =

Пусть теперь <$и нигде не определенная функция и ее 
эквивалентность.

Ясно, что <х, у>€т,։|14**х = у, функция /(х)—>.х|л, х| (-сво­
дит г^а к т<;, и Ух^У(|/(х))ч = /(х)).

Таким образом, мы увидели, что ч: имеет рекурсивный класс. 
Поэтому эквивалентность га не предполная.

Теорема доказана.
Известно, что для универсальной функции А предполная и 

(-универсальная в классе Р.
Теорема показывает, что (-универсальность и предполнота н 

Р не совпадают.
11есмотря на это, остается справедливым следующее замечание: 
т-унивсрсальная -> тю {-универсальная.

Действительно, для универсальной функции А выполнено усло-
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вне: (А^). С другой стороны, для всех х^Л' |<(х)|,л—беско­
нечен, так как, в противном случае. / '(|Дх)|,10) рекурсивен для не­
которого х, чего не может быть дли >;* [1]. В силу позитивности 
Ъ / можно выбрать из А՜,. Кроме того, т.» 1-универсальна в Р (’). 
Поэтому для произвольного т&Р существует такай, что 
Тогда Ь=/р I-сводит к

Следствие. Существует п-поймножество П, 5=
такое, что \'х\ у(кг(л) « Л и^л-и не пусто.

Ж9
Доказательство. Пусть т^Р из теоремы 3 и -г£Р*. Тогда 

имеют место следующие соотношения для некоторых А,

Заметим, что 0!/(•*)!’*¥■ Л/, так как в противном случае и т(й

изоморфны. Обозначим д = /й и покажем. что семейство

I Ье՝ —1”|г(ж> }«сл

удовлетворяет требованиям следствия (здесь &£Р и легко находится). 
Во-первых, очевидно, что и*лоСи|/<х)|’Л и поэтому ЛГ՝- 

Ж ж
Ч—сводящая функция для ч и т>, поэтому для всех

х, уСЛ/

Наконец, покажем, что 5 есть л-подмножество П. В силу 
предполноты (•[,„ |<?(х)|,Л ) есть л-подобъект так как легко
построить о. р. ф- Л' такую, что для нсех у£Л Л'(у)€ □ ” |У1и€

Ж
£|А'(у)]м = |у]п*- С другой стороны, по теореме 1 /) есть
л-подобъект П с тождественным вложением. Отсюда следует, что 
5 есть л-подмножество П. (В частности, если ц . г^, мы получа­
ем, что 7Л։ изоморфно вкладывается в себя). Следствие доказано.
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II. ЦЩИРЛИЪ
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