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Э. А Даииеляи

Предельные теоремы для времени ожидания 
в одноканальных приоритетных системах

(Представлено члкорр АН Арианском ССР Р. А. Алекса «прямой 16 IV I960»

Г. За последние годы заметно возрос интерес исследователей к 
разделу предельных теорем теории приоритетных систем. Последнее 
вызвано тем, что с усложнением структуры приоритетных систем 
затрудняется точный анализ важнейших характеристик; времени 
ожидания, периода занятости и т. д. Поэтому большое внимание уде
ляется построению приближений XIя таких характеристик, например, 
диффузионных, степень применимости которых проверяется с помо
щью предельных теорем.

В одноканальную систему массового обслуживания с ожиданием 
поступают независимые пуассоновские потоки 1-вызовов, .... г вызо
вов с параметрами а։, <аг соответственно. Длительности обслужи- 
ваняя вызовов независимы в совокупности, нс зависит от процесса 
поступления н для / — вызовов имеют функцию распределения й,(/),
В,[ + 0) « 0.

Рассматриваются дисциплины относительного (схема А) и 
лютного (схемы В : BI—дообслужнванне прерванного вызова;
потеря; ВЗ—обслуживание заново) приоритета, описанные в ('). Чем 
меньше индекс вызова, тем выше его приоритет.

Внутри каждого приоритетного потока приняты дисциплины 
FIFO (первым пришел—первым обслужен) и L/FO (последним при
шел—первым обслужен).

Обозначим через виртуальное время ожидании /г-вызопа 
в момент / в схемах А н В. Индекс / указывает на дисциплину, 
принятую внутри каждого приоритетного потоки: / = I - / //О, /•»_ 
Z./FO.

Пусть ры — загрузка системы 1-вызовами...... fc-вызовамн. Зна
чения p*i, а также констант Ри, имеющих смысл второго момента сум-
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парного времени, затрачиваемого на обслуживание поступающих за 
единицу времени 1-вызовов....... А-нызовов, приведены в (•).

В схемах Лий условие «•»։<.! есть необходимое и достаточное 
условие существования стационарного распределения для да^(/), а ус
ловие р»|^1 —для

Пусть да* представляет собой стационарное время ожидания Л- 
вызова: да* — Ит &{(?)■

Первая задача настоящей работы заключается в получении всех 
возможных предельных распределений для да* в условиях критичес
кой загрузки р»| I I при следующих предположениях.

1. Функции распределения В,(1) фиксированы (/=1,А) и для

(Re $>0)
и

при s*-0 (Res .?0, s^O) в схемах Л н Я1 справедливо представление

֊ 1-М + «г” *’։/| (1 4֊ o.(D) (1<7<л <2)

с некоторой константой а‘э>. Здесь

₽(/ = <1 B,(t).

О

В схемах В2 и ВЗ представление предполагаем выполненным 
лишь для первого потока.

Положим (i — 1, А)

7, = min (Иц..... Ко),5/= V Д/7/М, В « о,
3(/)-Т|| • И ■ I

Чтобы записать результаты в единой форме для всех схем, в 
схемах В2, ВЗ введены обозначения (<= 1, А)

В, если 7j<2,
2р*з, если 7j=2.7։ = ’. #/ =

2. Пусть при рм։ f 1 р— номер первого из потоков, для которого 
Ppi t 1 и существуют пределы (i =* I, А)

♦
q = llm q 

рм | I
Р/ — 1—p(i,po=l

Тогда существуют пределы (I « 1, А)

р(2= Пт р(?.
?*։ 1 1
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Без ограничения общности можно зафиксировать а, .... ар.. ։, по
дожни их равными своим предельным при рм | I значениям.

Положим:

2 ргз, если Тр= 2.

V2 /. если 7Р ° 7,-1<2.
г/И

если 7/>֊1<2> 1р<2-
₽р»

Здесь / (л) есть I при л^-0 и есть 0 при л<4).
2 • Теорема I. При выполнении условий I, 2 существует

предел
□) с * О

(?»-։ Р> 
Пт Р)т-------—

₽*| Т 1
R (х) (л>0),

где

1— е~х, если 7Р=2.

R (х) = ։ (а-/’р-։) </(1—е՜'). если 1<т,<2.

Здесь О. (л) (0<х<1) есть положительный устойчивый (окон с
показателем ».
б) Ь>о

I РрПт р > . то1<л == /?.֊» (л). (х>0).
Р*1Н (Д/р֊«

где (()<«)

е"дН, (х)
а (1)

о

а А ($) есть решение уравнения

г + Лд “ (2)

удовлетворяющее условию А (0) «֊0.
В частном случае 7^ = 2 возможно обращение (1)
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где

* и ֊ I
л?и (х) = — а е “;{ V ф (/. и) <//1 ди, 

о о

, . . « Iй*й («, -о) = г---- ехр - —
2г I кг» | 4 г»

Замечание 1. В работе (։) был поставлен следующий вопрос. 
В схемах Л и В в предположении конечности первых двух моментов 
у функций распределения Л/ (/)'(/ = 1.Л) только ли экспоненциаль
ное распределение может служить в качестве предельного для ш'„ в 
условиях критической загрузки?

Как показывает теорема 1, при с»>0 в указанных выше условиях 
предельные распределения для не являются экспоненциальными.

Теорема 2. При выполнении условий 1, 2 в предположении 
с»>0 существует предел

(х 0),

гое функции /?.(х) (0<^а) задается в теореме /.
Замечание 2. Интересно отметить следующее. В теореме 2 

предполагается, что с^О при рм г 1. Случай с* = 0 не дает возмож
ности для получения предельной теоремы.

Дело в том, что вклад 1-вызовов. ..., (й— 1 )-вызовов, посту
пающих после начала отсчета а»{, в нормированное а՛* при ' 1 
.несуществен*. В то же время а»2 не превосходит той же величины 
при р*։ = 1, которая при фиксированных загрузках является величи
ной собственной. Аналогичное же влияние первых к 1 потоков на 
ф» при существенно, что н приводит при р*( | 1 к неограничен
ному увеличению

Наличие условий критической зягрузкн для (Л —1)-го потока 
позволяет надеяться на .существенный* вклад а՛’ , в а»- при 1 
и рк-н 11. .

Теорема 3. При выполнении условия I и с заменой к на А—1 
условия 2 при р»1 = 1, р*_ц 1 1 существует преоел

11т Р в;.՞՜'
= Л1(л) (д 0),

где

т (в) = Се—' д М (х) - А (4)
2 «4- 51г,р

132



а ± (5) есть решение уравнения (2) с А ((I) 0.
В частном случае — 2 возможно обращение (4)

Ш» «Ж“. V и)е~(г+ Г^и(И\<1у,

где | (и, т>) задается формулой (3).
3°. Вторая задача заключается в получении предельных теорем 

для а՛* (/) при фиксированных загрузках, когда /-♦ 4֊оо' Будут изу
чены наиболее интересные случаи—случаи „околокрнтических* за
грузок:

1) рм = 1; 2) р*-н = 1; 3) р*_ц<^1, р*|}>1.

Теорема 4. Если загрузки фиксированы, рм = 1 и выполнено
1, то при ։ ••֊֊)֊ по существует предел

Рс I »» (/) 
(2 в„п1՛^

- ^1* (*) ко).

где
ов

е-”двп(х) = е ՝°*7>

о

I
1-------------- --------- (>-т»

21л‘ г (1/т*) .)

Следствие 1. Если в условиях теоремы 4 ;» = 2. то

ит <х
■ I ) 4 р»2 • (

= 2 Ф(х)-1 (х^О).

где

Ф(д') = _1_
/2^

и՛

ди (—по Х<֊| ею)

Теорема 5. Если загрузки фиксированы, р»_։։=1 и выполне
но /, то при <-+-|-ою существует преоел

Пт р| 2 (х о).
1(-р» -О1*՜1 I

где

•՛ г/СлЧ1»_|) (х) - ехр |— (25)

Следствие 2. Если в условиях теоремы 5 т», =2. то

!1т иф(/)>х -2{1-Ф(х-’«։» (х>0).
Г-+- I pH* I

Теорема 6. Если загрузки фиксированы, р*_||<1, ри>1 « 
выполнено 1, то при I ►-(-«■ю существует предел
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Нт рЬг* а՛* (О + Р*
Ри-։

- (~°о *<4-*օ),
где (տ—действительное число)

|2/(р*֊1вк—Ркв*-1Х(7*
I

ЯТл<^)= \<”'։</0ս(^) = 6\թ I (-^Р* |
I 2 г

о

а I—мнимая единица.
Следствие 3. Если в условиях теоремы 6 7* 2, то

«Հ(0 + է Р»
Р* I

<Л- Ф(л) ( —©«^«տ+օօ).
, Р»2 р*-։ — р»-1гр»

Ра’-։

Замечание 3. При рм = I для оЩ/) существует при 
невырожденное стационарное распределение. Поэтому попытка полу 
чения аналога теоремы 4 для ы1(1) бессмысленна.

Открытым остается вопрос получения аналогов предельных тео
рем 5 и 6 для 1
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է. Ա ԴԱՆհնԼՅԱՆԱանմա Լային թեորեմներ սպասման ժամանակի համար միալար նաիոս- սլաւովսւթյամր համակարգերում
Դիտարկվում ( ^1/ Հ(}ր|1|Հ^Ա տ ի պ ի համակարգ հարաբերական ե րացարձակ 

նախապատվությամբ գ ի ս տ ի պ լին ան ե ր ի գեպբումւ Նույն Հոսրի պահանջներր 
սպա սարկվում են • ամաձա յն «է աոաջին ր եկավ—աոաջինր սպաս արկվ ե ց Ա , 
կամ էվերջինր եկաւ/ — աոաջինր սպասարկեց* գի ս տ ի պ լին ան ե րի I

հ — րգ (£=•!, Հ) հոսբի պահանջի հնարավոր սպասման ժամանակի 
րաջիէման համար է պահին ապագա ցվաձ են սահմանին թեորեմներ, երբ 
է -*ԴՍ,
ш) Рй-п<0- я) р*-п=1. у) Р*1“1
ֆիյւսաձ Л անրարեոնվա^ ш թ լանների գեպումւ Ապստեգ | (/Г 1, Г) համակարգ 
գի Л ան բաբերէն ված ա թ յանն Լ աոաջին 1հ հոսյէեբի կոգմիգր

ձևակերպված են նաև թորեմներ к---րգ հոսրի (Л |, Г) պահանջի
ստագիոնար սպաւ/ման »/ ամանակի րաչխման համար կրիաիկական (р>| ք О 
ե միար/որ (0д_|| | Լ рк| «■ | ) ծ անր ա րե ոնվ ած ութ յաննե րի գեպքումէ 
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