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МАТЕМАТИКА

И. Г. Хачатрии

О единственности восстановления дифференциального оператора с 
аналитическими коэффициентами по его спектральной 

матрице-функции

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Р А Александряном 15<\’ 1980 )

В статье рассматривается действующий в пространстве /?(0. по) 
оператор Л, порожденный дифференциальным выражением порядка 
2л >2

“ и
0<лО, (1)

и краевыми условиями у։’*(0) О (* 0, 1,..., и II, где коэффициен­
ты Р։(х) вещественнозначны и удовлетворяют условиям

I
С дс*+,|/>*(а )|</л<^оо. р/>*(.с)|т/д- <00, * 0.1..., л -1,

и I

Получены результаты, относящиеся к спектральным свинствам 
оператора £.. которые при иных предположениях доказаны в 
монографии ('). С их помощью при дополнительных ограничениях 
ня коэффициенты Д»(х) доказана теорема о единственности восста­
новления оператора /. но его спектральной матрице-функции.

Теорема I. Оператор /. является самосопряженный. Не- 
прерывная часть спектра 5/. оператора /. заполняет всю положи­
тельную полуось, а на отрицательной полуоси могут находиться 
лишь собственные тпчения оператора /. Множество соб.твенныл 
значений ограничено и может иметь точкой сгущения 
только нуль. Кратность положительных собственных значений 
не превосходит п I, а кратность неположительных собственных 
значений не превосходит п.

Лемма I. При всех значениях параметра |‘ уравнение /(«I
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Р« имеет решения и^х, р) О, 1, 
начальным условиям

и^(О, р) »
| 1 при -• *- 2п —1—*. 
{О при » 2п—1—л,

п -1). удовлетворяющие

.. 2л —1.* О. I.

где через /|,|(л ) обозначена квазипроизводная порядка » функции 
/(л). Решения и*(л, р) являются целыми функциями параметра р 
и вещественнозначны при вещественных значениях р.

Теорема 2. Существует единственная (с точностью до не­
которой нормировки) вещественная сим метрическая неубывающая 
матрица-функция «(}*)=>»/такая, что формулы

<Др) — 7 0.1........л—I. (2>

/(*) (3)
М.1-С1

осуществляют взаимно обратные изометрические отображения 
/.’(О, ) на и /• на /.’(О, да) соответственно, переводящие друг
в друга операторы /. и А,, где —оператор умножения на неза­
висимую переменную в При этом интегралы в формулах (2) и 
(3) сходятся в смысле метрики в Н и /*(0, «с) соответственно и

I V ^(^/(рММр).
*’ #./-0

Матрица з(р), удовлетворяющая условиям теоремы 2, называет­
ся спектральной матрицей-функцией оператора £.

Замечание I. Впредь будем считать функцию з(р) непрерыв­
ной слева (если зафиксировать также значение функции з(р) п неко­
торой точке, то при такой нормнронке функции э(р) будет един­
ственной). .Множество собственных значений оператора /. совпадает 
с множеством точек разрыва функции »(р). причем кратность любо­
го собственного значения р0 совпадает с рангом матрицы /5(рв) 
= где Л(р0) « з(ро+0)—з(|19).

Пусть еь) —разложение единицы оператора /..Тог­
да при любых р (р<^р) разность Е„—Е есть интегральный опера­
тор с ядром

Е(Х, /; р, '.)и,и, ',)//з»ДП.

Резольвента (/. р/)՜1 есть интегральный оператор с ядром
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6(х, I, ։•)= I у
П-о

м»(х. *,)«дг, ՛.)

Если положить Н(х. I. р) = (р-р)-«|О(х, р)-О(х, (. р)|. то имеют
место также формулы

Н(х, г О(х,

Н(Х. I. [՛) V՛ М*. »)
И-ч Г.֊н1։ !‘б5/

о

Обозначим через /ДДх, /, р) (Л. ; = (», 1....... л—I) квазипронзвод-
ные функции Н(х, I, р) (2я —1—А)-го порядка по х и (2л—1—/)-го 
порядка по С Существуют конечные значения /4/(0, 0, р), причем

Яю(О.О.р)- ( ֊—֊֊. А, / = 0. 1..........л-1. (4)
• ас

Предположим теперь, что коэффициенты р»(х) вещественно- 
шачны на полуоси 0<х<ос, аналитически продолжаются в сектор

I) = в удовлетворяют условиям

<•
л*+’+‘^ир ■ </х<ео, А, » 0........л —1. (5)

и
Как показано в работе автора (5). при условиях (5) уравнение /(VIе 
= длн всех значений параметра >• из полуплоскости 1гп>. О 
имеет решение у(х. X) такое, что функции у1 (с, М = I....... ц
— 1) представляются в виде

у(”(х. |(Е)Ч V (й)- е“'К ^х.
I -,.0 ,)

при этом ядра Л'.„,(Х. /) ((Хх. /<оо) вещественнозначны и удовлет­
воряют неравенствам

|Лл..(х, 01<Л. (л+у^хр|Л(х)-А^х+у^.

где А։(х) 0 -иевозрастающая суммируемая на полуоси (0,

Функция и

Л(х) — I А։(/)</^.
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Функции у*''(0. ).) (* = 0, 1,.... я—I) регулярны в верхней полу­
плоскости, непрерывны вплоть до границы и имеют непрерывную 
производную но всех точках полуплоскости 1т* 0 за исключением,
быть может, точки > -0. При 1тл>0 имеет место оценка

о
' )|Мл <

1
21m /.

Н Л(О)е*<и>]*, (6)

где число а>0 такое, что Л(<т)е*Гв>< 1/2.
Обозначим ехрр’кЛ/л) (Л — 0, 1,..., 2л—1) и при л>0 вве­

дем следующие л 1 линейно-независимые решении уравнения /(у) — 
=֊-•/-’’у: у»(х, >)=у(х, }«») (* = 0, 1....... л). Введем также матрицу
Л(>) IX’(0. 'f," о\".о» содержащую л строк и л 1 столбец. Обозна­
чим через Д*(М (()<*<«) минор л-го порядка матрицы Л()), не со­
держащий ее (Л—»)-ый столбец, а через '\Д') (0<Хл— 1;
</ л)—минор (л —1)-го порядка, не содержащий ее (»4-1)-ую 
строку. (Л —1)-ый и (у 1)ый столбцы. Определители AO()J, 3;й(л) и 
•Ч('). ) регулярны в секторах — -/г. arg> <0 и (Xarg/-О/л со­
ответственно, а определители регулярны в секторе —-^п

Лемма 2. Пусть % 0. Os£arg>o^ и ։‘u = /2"- Тогда спра­
ведливы следующие утверждения:

а) число н0 является собственным значением оператора L тог֊ 
да и только тогда, когда Дл(%) = 0, при этом кратность соб­
ственного значения % совпадает с кратностью нуля )0 опреде­
лителя

б) если Ллр0) » 0, то существуют конечные пределы

Л1*.(>0) - Um |2л/֊։-։(>—

*, * 0, 1........л—1.

(7)

где

’-°. 1.......«-Ь

причем ранг матрицы .Ч('о) — рИ**О») • ,10 совпадает с кратностью 
собственного значения н0 оператора £.

Функции (՝ = 0, 1...., л-1) и

ЗД) = (-1)а+‘^֊4 . *-0.1........л.
А-(Ч

непрерывны на полуоси К>0, при этом

£ >}=2пь^-' 'v'!„.(,)ц,/ 2«).
Л-0 В-о

(»>
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При 0<эгй*<л/л н -М'՝)^=0 справедливы также формулы

О(л. г./-Л)= V тА(/)/<>(л.>Л-)у/(/։),)|
*./—о 

/ЛдО, 0. >.*-) =
м-о (9>л и

*. 7 = 0. >....... п— 1.

Пусть число р0 = г* ('о>0 ”ЛИ аг£/,=։/2л) является собственным 
значением кратности т оператора £. Тогда

Е(х, I; !% Но+О)а։^ &>/(1‘0)и‘(х. 1‘о)«Д^. М-
» /-0

Эта функция представляется также в виде

£(•*. /; н0, р0 г О)
л—I

А'»Д'0)у»(х. 'о)У/(*. ' Л
-1-0

где матрица М'о) = /0 является эрмитовой неотрнцательн ՛
матрицей ранга т. Имеют место формулы

1 А%('0)у*(*. >.0) = и0). / = 0, I....... л-1.
к-0 »-О

Если индексы ... </«^л — I такие, что

м’0Л/։ (МГ.-1 °«

то справедливы соотношения

•V,» .И./, •
Мм. В,,/, • к, м = 0, 1. (Ю)

Н1тЬ • • •

(нрн т = I имеет место также формула Л (5рЯ) ).
Замечание 2. При условиях (5) теорему 1 можно дополнить 

следующими утверждениями: нуль не является собстт иным 
пнем оператора £; число положительных собственных 
ности л —1 и отрицательных собственных значении КР‘ПНОСТИ 
нечно; если обозначить через {р.»| и {|‘,1 последопатглынчтн 
тельных н отрицательных собственных значении с<><'гв»тст1 
пронумерованных в порядке убывания модулей, то

1 •
Нели спектральную матрицу-функцию з(р) представить в виде

95



3(н) = V /?()»’) +V Л(р,) 4֊ ?(•«), —**-<}«<ао. £
!‘л<* И«<И I

то матрица функция Э(р) >»/(!117,'о абсолютно непрерывна на кал. 
дом конечном отрезке и I

у-Мн) —кС"՜' 7о»(*֊)7оДх). I* и *֊։л. >>о. (III
а՝1 к

*.7 = 0, 1, .... л —I.

Сформулируем теперь основной результат настоящей статьи.
Теорема 3. Коэффициенты р*(д) (£ = 0. 1........п I) диффе­

ренциальною выражения (\}. удовлетворяющие условиям (5), по 
спектральной иатрице-функции э(и) оператора £ опреоеляются 
однозначно.

Набросок доказательства. Очевидно, что по матрице в(ц) 
однозначно определяются как собственные значения ц», р։ оператора 
£, так и матрицы Я(н<). в(р,). ?'(!*). Используя формулы (II), (9).
(4) и оценку (6), можно доказать, что по матрице з(р) однозначно 
определяются также функции у*՝»(0. /) (- = 0, I........л —1), а значит
и определители Д*0). £;л(>). Следовательно, в силу (8) и (7) одно­
значно определяются функции 5\р) и матрицы Л/р.), Л1(р։), где

(*д>0) и н,(агер. ”-/2л). Но тогда из рмул (10)
однозначно определяются также матрицы \'(/,), Л'(р,). Однако, как 
показано в статье автора (*). по набору данных

{&(>и:з;. к. мм), (?,. мм)
коэффициенты р»(л), удовлетворяющие условиям (5). определяются 
однозначно, что и доказывает теорему.

Замечание 3. При условиях (5) имеют место формулы («•*)
Ж

М*(х, |1) = ?4(л, р)4- | ?»(/, р)Л՝»(Х, /)<//. * — 0, I........л-1,
и

где ^(х. р) —решения уравнения ( 1)’»|2л)^н?, удовлетворяющие 
таким же начальным условиям, что и функции «*(х, ц). Однако при 
различных значениях * ядра А*(х, /). вообще говоря, различные. 
Так будет, например, при />ж(г) 0 (*=«0. I,.... л—2) и р„ ։(т),
непрерывной вплоть до границы сектора !) и ря-|(0) - 0. Это обстоя­
тельство затрудняет <••’) перенос на рассматриваемый случай л>1 
метода восстановления оператора £ по <։(!»). разработанного при л=1 
II. М. Гельфандом и Б. М. Левитаном (*). Отмеченное обстоятель­
ство затрудняет также применение при доказательстве теоремы 3 
метода, предложенного В. Л. Марченко (*) для случая л I.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР
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է*. Ն Ы19№Р1№

||ս|Լկսւրալ մատրից-ֆունկցիայով անափսւիկ 4որձակիցնԼրոկ ցիֆերԼնցիւպ 
պերօւտորի ւ|Լրական<|նման միակության մասինо

Հոդվածում դիտարկվում Լ հետեյ/Սք եդրային խեդիրր.

<-1)У2”+ <1 (_1)*|рл է й(д)у<*>|<* = ру.
Й-0 0<*О.

/”(0) 0. > -0, 1..........л-1.

որաեդ' Рй(Л) դործակիցներր իրական են 0<Х<^~К, կի ո աաո ան 4 րի վրա, ա- 
նալիտիկ չարան ակվու մ են 13 Г £ 2| անկման մեջ ե րավարարա մ

են հեաելալ պայմաններին'

(տսթ | />*(г)||4/л<Ъо, *.* = 0,1. 
ке/ *л

ո — I:

Я„ц^ է տրվում, որ ար/ եւքրա/ին խնդրի ոպեկտրտք մատրից-ֆռնէրքի- 
տ լով /?й(л) դործսմ(ի։յներր որոշվում են միտր,1 երորևնէ
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