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О равномерном приближении многочленами с коэффициентами ил 
заданного множества

(Прсдст влево чл-корр. АН Армянской ССР Н У. Аракеляном 15/1У 1980)

Пусть С|а. £| —банахово пространство вещественных непрерыв­
ных на сегменте |а. Л| функций с нормой |Д - тах А

! а"?7-<՛ глс ао 0. —строго монотонно возрастающая к
бесконечности последовательность действительных чисел.

В 1965 г. А. О. Гельфонд установил (’), что если последова­
тельность чисел |<зя|*_0 удовлетворяет условию

ця+։-ая Са>, п 0, I, ...,

где 0<7<Л, С — постоянная, а для числа ։, 0<а<1. имеем

1
2

то любую функцию из С|з, ?], где можно приблизить рав­
номерно на [։, ■։) многочленами вида

р(х) «= V *цХ*. Ь^А, А = 0, 1, .... з,
»-0

т. е. многочленами с коэффициентами из заданного множества 4. 
Впоследствии Р. М. Трпгуб увеличил постоянную £•, показан (’). 
что можно взять £• »'»т.

В том частном случае, когда

11т |0Е<"» »-д"> 
- — 1о|го,

из приведенного результата следует, что какой бы ни взять сегмент 
I’. ?], 0<3։</<1. указанными многочленами можно приблизить рав­
номерно на |։, 3] любую функцию из С|я. р]. Однако неясно, спра­
ведливо ли подобное утверждение для сегмента |0. 1].

В связи с этим и настоящей заметке приводится один результат
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о равномерном приближении на сегменте |0. 1| многочленами с 
Коэффициентами из заданного множества.
| Теорема. Пусть последовательность положительных чисел
■**}"_» удовлетворяет условию

I Ит *» = 4- по,
• «*

а для определенной при 0 .с<^ оо положительной неубывающей
функции »(л) существует такое числи /»>0, что

> ----------- < 'Чи,
I Г| /г1'

:сли строго монотонно возрастающая к бесконечности 
ательность действительных чисел |ая|*_0, г№ди = О,

(1)

последо- 
удовлет-

воряет условию

ая+1—а„ л=0, 1....... (2)

то любую функцию /£С[0. 11, /(0) /(1) = 0, можно приблизить
равномерно на (0, 1| многочленами с коэффициентами из мно- 
шсества Л = | ± п«}*_0.

Из приведенной теоремы непосредственно получаем
■ Следствие. Пусть строго монотонно возрастающая к бес­
конечности последовательность действительных чисел |а,17_0, где 
в„ = 0, удовлетворяет условию

Тогда любую функцию /£С|0, 1|, /(О)—/П)=д, можно приблизить 
равномерно на |0. 1| многочленами с коэффициентами из мно- 
ркества А = { + а*}“.о-
| Обратимся к доказательству теоремы.
I Доказательство. Возьмем число в, 0<»<1. Учитывая (1), 
подберем такие натуральные числа т и V, что т>р и
I V (3)

*-Л к

Для заданной функции ДС|0։ 11. /(0) =•/( I) 0. построим такую
функцию #€С|0, I], что
I <3>

и Н(х) 0 в окрестностях точек 0 и 1 соответственно Ясно, что 
функции

I г(х)' •<Х) '
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принадлежит С|0, 11, причем 1,(0) = !<(!) — (>. Поэтому найдется (см.

О) такой многочлен <Дх) с*л . что

и (5)
*-0. 1........а.

Отсюда будем иметь

(6)

где

г(х) » V с*л2"<‘*л’(1-х)-...(1-хг'"-1). 
Л-0

Многочлен с коэффициентами из А. приближающий /, построим 
следующим образом. Пусть имеем * =՜ 0. 1........
Тогда, заменяя у многочлена г(х) каждый коэффициент с» на 
аЯк$|£пс«. получим многочлен />(х) с коэффициентами .из .4, так как 
каждый многочлен

х^*>(1-х)-...(1-х։"-։), * = 0.1........з,

составлен со знаками плюс или минус только из степеней

д-гт(*+лз д.2*"(к ■ .\֊>4 ։ л2՞՛'*՝ л’1+2'"-1

Чтобы оценить уклонение />(х) от г(х), отметим, что

|с*-аЛй 51^0^1^։^+1—а*й. /г = 0. 1........... $.

Значит, в силу (2). (5) и монотонности функции о(х) будем имен
(0«1) ‘ \ .<• Ж

|с*-пЯ451йпс*|^т(аЯ4)<?(|с*|)^(г*։*), Л = 0, 1..........$,

откуда получим

|г(л)-/>(х)| V ?(е»ч)хг-<*>лч(1 _Х)._ 
Г^о

(1—л-”"՜1), 0 х^1.

Однако, так как при 0<х<1

(1֊2'(1-л), /=0, 1........

то простыми выкладками будем иметь
, ГЯ(Г»|

л^+^Ц-х) ... (I—х2 *)< 2՜

т_____
2"(А ‘ 'У)4֊/л

/И

(Л+ '¥)■"
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Следовательно, с учетом (3) и монотонности ?(л) получим 

к-/>։<։.
что вместе с (4) и (6) ласт

1/-РС<3«.
Теорема доказана.

Замечание. Определенное изменение доказательства теоремы 
позволяет установить следующее утверждение:

Пусть строго монотонно возрастающая последовательность 
действительных чисел где % - О, удовлетворяет, условию 

Пт '» = *.< 
* а»

последовательность положительных чисел при любом //>0 
удовлетворяет условию

Кт «*(' _—*;л. > И* = оо.
*-»•

а для определенной при Сч;л -х. положительной неубывающей 
функции ՝р(х) имеем

х- ?
Г?1

Если строго ионот окно возрастающая к бесконечности последо­
вательность действительных чисел {<։„)“ 0, гое а0 = <\ удовлет­
воряет условию

а„ ։-«, п =0. 1.......

то любую функцию ДС|0, 1], /(0)=/(1) = 0, можно приблизить 
равномерно на |0. I] квазиполиномами вида

р(х) «- ^€Л = { *“С, 1......... $.
й-0

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

Я. 1гиг$тивил

$Г|[и|А |н։н|»1||«|>|П|Г||||| <|пгдш1||1<)Г։|.г 1нГ.1.дп^ Кин|шнш-
гшмиф |/тП111г1| Лш& »1ши|1Г|

ЪЬр^ш И. 0. (*) ш^швпшЪр/г

п1ипи/Ъш*/1рв[19йЛ I ривв^п»р^лЪ^д упрйш^дЪЬр пвЪЬуп/^

(0. II\Ъш/1Шв{прШр ]П<.ЪррищЛ шЪ гри ЛЪЬрп г) 

I/шиЬш ^пршривр шв^шдтд»/шЛ 4. пР ^Р^ шЪ»(Ьр^ Лушпд
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А/'"*՞ ^пЪпшпЬ шьпц (Пл|” 0, <։о = 0,

— !«(-». — ■) <ос
"’••* 1э£|о£<1а

у.иЩи.дшЛ /£С|0, I), /(О) /(1) О фп.Цд^иЛ 1ригЬ.

/А 4 10. 1| 7Ги/ >ГпшшГ^1 л = { ±<1«’’_0 Г“'Ч-

>1 "։р1п։Ъ/,Ч цпрА ш!1(1д՝111։р пЛЬдпг/ р и> 41/ шЪ^чиШ, I

л итгратура-ярц!. иъпг-н-альъ
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