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МАТЕМАТИКА

Р Аб. Xrcincrh

О представлении аналитических функций в круге в виде 
бесконечных произведений типа Бляшке

(Представлено чл-корр. АН Армянской ССР II У Аракеляном |5/1У 19Я0)

II. Шур (։) доказал, что если /(г) аналитична и |/(*)|<1  в 
круге |г|ч^1, то существует последовательность произведений Бляшке, 
равномерно сходящаяся к ней внутри этого круга. Простое доказа­
тельство этого факта содержится в работе (-') Л. Карлесона. Сущест­
венное обобщение этого результата Шура было получено н работе 
(э) М. М. Джрбашяна в теоремах 5.12—5.13. установленных совмес!- 
но с Н. У. Аракеляном.

В связи с указанными результатами естественно рассмотреть 
следующую задачу: какие функции, аналитические в |г|<1. можно 
представить в виде

п ֊ • V^-I^IK-Lnc. (П
л-։ |.»| /q — k.i

и оценить скорость убывания (/Л—в зависимости от свойств 
функций. Н. У. Аракеляном была предложена схема, сводя­
щая эту задачу к методу Вольфа (*),  позволяющему разлагать функ­
ции в ряды видя г)՜1. Следуя этой схеме, в настоящей за­
метке устанавливается результат, аналогичный теореме Вольфа 
Данжуа (4) для рядов вида з)՜’. Затем для некоторых клас­
сов аналитических в круге |-|<^1 дается представление в виде (I) 
Устанавливается также скорость приближения некоторыми специаль­
ными дробями.

Введем соответствующие обозначения. Пусть Л/( = |г, |?|<^/?1 
Обозначим через А(/^р) множество функций, аналитических в !>и и 
непрерывных в Эр. В случае R— I ЦЭ։) будем обозначать через 
А. а 1)у через Э. Всюду н дальнейшем, если /(г) О, г(/^, /(0»0. 
то под функцией 1п <(г-) будем понимать главную ветвь логарифма.

Для дальнейших рассуждений нам понадобится лемма I. яв-
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•ляющаяся уточнением одного хтвержлення работы (։) (см также (•>, 
Стр. 205, лемма 3).
I Лемма I. Пусть /£Л(0^. /?>1. Ие/(г)<0. г^О„, 1ш/(()» — 0.

Пусть Тогда сущестлует рациональная функция лида

я.(₽./.») = п • м'*7 г> •

* 11’»1

I ь-| Щ R9 —

шде
I ’^.=р»ехр/-—\ /?։<>•</?, *=1,2...  П, п> Л,՜ 11 1 •
I \ Л / Я֊/?,

о тах |Ре /<)| такая, что при
Г

64-/?
|/(г)-1пЯя(^/.г)|<—֊֊֊ • <!‘+н։)

Доказательство. На окружности |'.| = /? возьмем дуги ;»
| ?, |'.| = Я. < агК; < —I, Л= 1, 2 ... п. Числа р« возь-

п п |
мем такими, чтобы

Pi- я-

Учитывая выбор л, получаем Положим — р»ехр

и

■Учитывая, что при п^>
32-R
R-R,

(р 1) имеет место неравенство

(М'■>֊>

из формулы Шварца при получим

|/(г)-1п Hn(R, /. ?)|
1 f Re" 2
2r J Re‘'—z

^Re^dt-UxB^RJ. z)

Re" t
Re" :

Vef{Re")dt '



1 V <•>'-*»*  W
R tit \RS

Оценим сначала последнюю сумму

2 Л G.|։-#V „г V Г W , 
R r*t\R՝  п r'lj |Я։-:»г|։

11

п ■ -.1 Г- ■•։!' »(«֊«>)

Далее

_1_ • Re" z 
2г J ReV—z 

о

Re /(Re" hit
i- I

:»г)Л

211 n

— V i Re/fA’e")
2՜ “։ J

/Re"-rZ
\Re“-z

2R՝(_R\\\ m?) 

(^-;лг)(/гг»нг.й|։)

32г .9
n(R — R՝}

■ • (j‘- u։).

Используя эту лемму н метод Вольфа («), может быть доказана
Теорема 1 Пусть /£А(Оц), R՝>\, |/(г)|<? пР“ Тогда 

/ представляется в I) в виде

/(г) = ехр(а)г՝Д(г) • fl ± 
ь-\1-»!

/?*('»—т)

(2»

гг/г !т/ =0, В(г) — конечное произведение Бляшке, соответствую­
щее нуля и /(г) в И, а точки и числа R*,  удовлетворяют нера­
венствам

1 < • R> -1:.I <е X Р (֊ ck' - ');

г>0 и не зависит от 1г, а г — произвольное положительное число
Замечание. В работе Т. А. Леонтьевой (’) показано, что в 

условиях теоремы I для рядов вида ^A*(z» —г)-1 имеет место более 
точная опенка: |Ak|<exp (—сА1 ')» «>0. В этой же работе отмечено, 
что нз одного результата работы А. А. Гончара (“) следует, что А*  
не могут быть выбраны так, чтобы |А»|< exp ( — ck}. Применяя этот 
результат к логарифмической производной функции нида (2), полу­
чаем, что f^A(Dx}, R^>\ не может быть представлена н D в виде 
(2) так, чтобы R„— ^«ехр(— ck}. Пусть /(А. Через "т(/, '՝-) обозна­
чим m-fi модуль непрерывности (см. (•)) на оП. Тогда, используя 
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лемму 1 и георему С. Б. Стечкина о приближении полиномами, мо­
гут быть доказаны следующие теоремы:

I Т ео ре м я 2. Пусть А. Если 11т 1п — - 0, то /
<-*о  о

представляется в I) в виое

I /(г) = V |П ֊֊ ֊'"Т՜1 /1т/(0). (3)
I д-1 |«м /<; —

кь-1:*|>1,  м.>1,
I ""(л *■)

Наметим схему доказатсл։ства. Можно считать, что 1т/(01=0, 
*%(/, 1)<1. Тогда из (*)  следует, что найдутся полиномы Р։«(г) сте­
пени 2я такие, что при

|/(г)֊Лф)| 2֊"),

Где 1тР։"(0) = О. 1-т —целое и 
— 1 2՜", п = 0, 1, 2 .... Тогда

стр. 101) н леммы 1, беря /0 —

При

зависит только от т. Положим /6,=
из неравенства Бернштейна (см. (10).

130^/-т(|1 р1 1) получаем, что
-4/. 11

|Р։(г)-1пА,.(/?0. Р։, г)|<13 1).

оложим /0(с) — Р«(г), а при и 1

/п(’) —
л-1

ГТ о
!п Л/А(/?Л. /», 2)

и предположим, что при п I

|Л(?)|<13д 2-<—’>), ^Пк„. (5)

Учитывая (5). применяя лемму 1 к /я(?) и кругу Пця и беря /я — 
/.т2'"+3*>(/?я — Рп . 1) *, из неравенства Бернштейна получаем, что 

При 

*1
V 

♦ о

1п/?/,(/Л. Л. 2)<13£вШт(/, 2-").

Продолжая этот процесс н учитывая выбор /„ и условие 11тш„(/,й) •

. |ц — =0, получаем для / представление (4) из неравенства (5). 
й
Из теоремы 2 может быть получено
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I
Следствие I. Пусть fcA. Если 0<|/(е")|<1. 1 -֊<//<]

о 
то f в Г) представляется в виде (2), причем

k

Хналогично теореме 2 может быть доказана
Теорема 3. Пусть f^A Тогда / представляется в D в вине

м՝ i(г-Ч֊֊).г-,-1>|. 
- I \ * ■•й <?/

так, что имеют место неравенства

Г.֊-:.|<с,( /) •
k*

В следствии 1 для равномерной сходимости бесконечного произведе­
ния н представлении (2) требовалось, чтобы 0 |/(е")|<1. Если отка­
заться от этих условий, то может быть доказана

Теорема 4. Пусть аналитична в Г), 0<|/(£)|<1, и 
Ле1’) радиальные предельные значения /. Тогда / представляете ч 
в I) в виде (I) тогда и только тогда, когда функция |/(е'')1 полу­
непрерывна снизу, |/(е")|<1 и

V

1п + f(re") 
f^e")

dt — 0.

Из теоремы 4 может быть получено
Следствие 2. Для того, чтобы функция ограниченного ви- 

ои представлялась в виде

f(z) = exp ,
Bt(z) • П.(т)

гое 1т» 0. — произведения Взятке, соответствую­
щие нулям и полюсам /, а П։(д), — произведения вида (I),
необходимо и достаточно, чтобы

з-- •
Ilni \ 1п +
' '• Jи

fire")

Л^п)
dt 0.
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I Как мы видим из теоремы 4 и следствия 2, не любую функцию ог- 
■ раннченного видя можно представить в Ь и виде (6). Однако исполь- 
I зуя факторы несколько иного вида, может быть доказана

Теорема 5. Пусть / аналитична я I) и О |/(г)1<Ч при 
| 2^1). Тогда / представляете» в I) в виде

где *>0,  а», Л», £ О, V

*ь՝ *■ ы

й-1
В заключение автор благодарит И. У. Аракеляна за постановку 

задачи н руководство работой.
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