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М\ТГ МАТИКА

С. X Арутюнян

О геометрии симметрического пространства пар точек п-мерного 
конформного пространства

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР Р. А Александрином 10/1\' 1480)

В работе О методами, изложенными в (։), (։), изучалась диффе­
ренциально-геометрическая структура, определяемая л-кратным ин­
тегралом, зависящим от п параметров, на многообразии двойною рас­
слоения переменных интегрировании и параметров .VI. Было установ­
лено. что такой интеграл индуцирует на многообразии М псевдорима- 
нову связность специального типа, которая оказывается соответству­
ющей псевдоримановой метрике Рашевского (*). Здесь естественно 
возникает задача о выделении классов интегралов, определяющих 
на многообразии двойного расслоения переменных н параметров за­
данные геометрии Рашевского. Эта задача была решена для псевдо- 
евклидовых пространств Рашевского (кривизна связности равна ну­
лю!. Оказалось, что соответствующие интегралы обнаруживают фор­
мальное сходство с классическими интегралами Лапласа—Фурье.

В настоящей работе последняя задача решается для некоторого 
класса простейших пространств—симметрических пространств Рашев­
ского пар точек « мерного конформного пространства С„. Отметим, 
что симметрические пространства Рашевского с простыми группами 
движений найдены А. С. Феденко (։).

Структурные уравнения псевдорнманова пространства Рашевско 
го можно представить в виде

</ш( ш. —««‘Ди»։, (I)

В частности, эти уравнения будут иметь место, если величины Кр’е в 
совокупности образующие тензор кривизны пространства двойного 
расслоения Л! (латинские индексы принимают значения от I до/?), 
определить формулой
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к„жК<№, V;
I де Л —некоторая гладкая функция. Дифференцированием последнею 
уравнения системы (1) легко можно показать, что при //>1

К = соп$1.

Ограничение, накладываемое условием (2) на касательный репер.
выражается тношеннем

п Г, шг

Метрическая рма рассматриваемого псевдориманова пространства
Рашевского (I) имеет вид (՛).

115՜ — Ч»' • и>/. (4)

При этих условиях тензор Риччи равен

Л*' = п Кр р

Замкнутость системы форм ш4. (/, Л = |удовлетворяющих
системе структурных уравнении (I) вместе с условиями (2) и (3). 
укалывает на существование пространства, локальные структурные 
формы которого (главные н вторичные) с точностью до постоянных 
множителей совпадают с заданными, и имеют место уравнения, ана­
логичные (1) Иными словами, ближайшая цель состоит в отыскании 
пространства, изоморфного (*| пространству, определяемому струк­
турными уравнениями (I) (вместе с условиями (2) и (3)).

Рассмотрим структурные уравнения л-мерного конформного про­
странства (•): • ■

Ч «Ш! %л %
д

е; + 6* = о
(5)

Нетрудно заметить, что искомое соответствие форм можно определить 
формулами

ш* = <1^

о? = у (Г1

ш« »в[ _

V — - П 6»
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где величины р и » суть некоторые постоянные, удовлетворяющие 
соотношению

- I.

Уравнения инфинитезимального перемещения репера (е0, е,, .... ея, 
е, О в конформном пространстве можно представить в виде (*)

4е0 = - бД>- ®*е*
<1е/ = — №е0

4/е, 1=6^»+^,4

Рассмотрим в изучаемом конформном пространстве совокупность пар 
точек. Из соотношений (6) видно, что вполне интегрируемой системе 
уравнений Пфаффа

I ш։ = 0, /= 1, .... п

в конформном пространстве отвечает также вполне интегрируемая 
I система

I б։' < =" 1......  п

Эта система определяет точку (первый элемент пары). Аналогично 
вполне интегрируемая система уравнений

в<°-=0. 1 = 1.......п

определяет второй элемент пары Таким образом, структурные урав­
нения (5). а значит, и (I) с условиями (2), (3), соответствуют про­
странству пар точек л-мерного конформного пространства (точки мо­
гут н совпадать). Заметим, что многообразие двойного расслоения Л1. 
реализованное в виде пространства пар точек л-мерного конформного 
пространства, имеет одинаково устроенные слон типовым слоем как 
первого, так и второго расслоения является л-мерное конформное про­
странство с фиксированной точкой.

В (') было показано, что л кратный интеграл полубазовой л-фор- 
мы

в Мм’Д ...Да>",

зависящий от л параметров, задаст на многообразии двойного рассло­
ения переменных н параметров А( структуру псевдориманова про­
странства Рашевского, если имеет место уравнение

(1 )П ' |- V в' = А(։и, -| <•>',

причем выполнено условие

(/(/.'<*>/) «ИД®ь
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Нетрудно проверить, что эти соотношения будут удовлетворены, с< 
ли величины Н и // определить из дифференциальных уравнен..

(! —).* = р «ч*—— Р<*>, -7- Н ш/

.. < * , п, 17>
III , /.»««* =------ *■.*/<։> г'ш' 4/1'4,

где величины р и ? являются постоянными, удовлетворяющими условию
р = пК,

а Р и Н суть некоторые гладкие функции, такие, что

<1Н- — V - А ,.1 ш,
п ТА Р

Н ՝ — V 
п “|

р 4 КР Р 19
<1Р — V в?— к • / «>г =----------------/ ------------ V ю7 .

п Я п £։ 1
(8)

Нетрудно проверить, что система форм «?, и»(, и функции >.*.
Н, Р (։. Л = 1.......л) замкнута. Отсюда следует, что система

уравнений (")—-(8) определяет семейство л-кратных интегралов, за­
висящих от п параметров и задающих на многообразии Л1 структур) 
псевдорнманова пространства Рашевского(1)—(2)—(3). Это семейств։՛ 
зависит от 2л 3 произвольных констант (начальных значений) . 
' <։» Р։)о՛ •••• (**)<>։ ^0' Р-

Перейдем теперь к геометрической интерпретации. Зафиксируем 
в пространстве пар точек «-мерного конформного пространства неко­
торый элемент (дне точки). Условие фиксации двух точек

|*'։ = е0 Л' е. Д' 1
= Дя . е0 Д< е, -

£* 4- I

п I

конформного пространства можно представить в виде

1^1-«51 (ю>
I = ?*։•

Из соотношений (9) и (10) легко получить дифференциальные урав­
нения, которым удовлетворяют коэффициенты разложении (9):

। </Д‘- —в»-Л'Д*0«-Д*+‘
111А, -Дй(6‘-^)= А.А^Ц Ч-Дя+10‘-^ 

|(/дя| Д"+։о«֊л'0'—-д«+|л'б|;-д**։0“ 
| А л+| —А л—Д|0^= Д л+.Д|^ т Дя <-|0д .

Сравнение систем уравнений (7) и (8), с одной стороны, и систем 
уравнений (11) и (12) —с другой, показывает, что величины >.*......
/в. ’>  > л, Н, Р можно связать с Д’, ..., Д", Д։,Д„, Д"*‘, А„ . 
соотношениями
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*( = 5 Д /
' I = ։А1
Н = АД* 1 ’
Р«=гЛя>|

(13)

|где коэффициенты пропорциональности т, /, И, г предполагаются пос- 
Кгояиными. Подставляя эти выражения, а также (6) в уравнения (7) 
и (8) и сравнивая полученные соотношения с (11) и (12), получим 

выражения этих коэффициентов:

■ 5 “ РА ։ = — •<!- А г = ——.* и■
■Соотношения (13) показывают, что семейство «кратных интегралов, 
(Зависящих от п параметров, определяемое системой дифференциаль­
ных уравнений (7)—(Н), находится во взаимно-однозначном соответ­
ствии с множеством пар точек «-мерного конформного пространства 

[С, (точки могут и совладеть). Тем самым доказана основная
I Те<т рем а. Каждое решение системы дифференциальных урав­
нений (7) (8) задает интеграл, определяющий геометрию много­
образия пар точек п-мерного конформного пространства С„. При 
заданных постоянных р и р. удовлетворяющих условию р—р — «А, 
мно жест во решений этой системы находится во взаимно-одноз­
начно и соответствии с множеством пар точек пространства С, 
Н ча< тности, пои Ал+> 1=1, Д'=Л<. I I...... п получаются
интегралы, соответствующие парам совпадающих точек.

Последнее утверждение теоремы с очевидностью следует из соот 
ношений (9).

Перейдем теперь к выделению частного класса интегралов, по­
рождающих на многообразии двойного расслоения переменных ин­
тегрирования и параметров Л1 структур) пространства пар точек п- 
мерного конформного пространства. Покажем, что геометрия про­
странства пар совпадающих точек //-мерного конформного простран­
ства определяется на Л/ интегралом формы вида

с (1 х‘ Д д х3 \ ... (Iхя
(х’ —у։Р ... (хя—ув)*|’

(14)

где х’...... х"—основные переменные, у,...... у, —параметры, г к; суть

некоторые постоянные. Для этого достаточно показать, что метричес­
кая форма на многообразии двойного расслоения .И. задаваемая ин­
тегралом формы (14). инвариантна относительно конформных преоб­
разований. Но конформные преобразования сводятся к преобразо­
ваниям инверсии и подобия (’). Инвариантность формы (14) относи­
тельно подобий устанавливается просто: нужно отдельно сделать про­
верку для преобразований гомотетии, параллельного переноса и вра 
щен и я Аналогичным образом проверяется, что и преобразование ин­
версии
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(15)

сохраняет форму (14) Действительно, продифференцировав (15), по- 
лучим связь между дифференциалами старых и новых переменных и 
параметров:

Нетрудно показать (*), что часть компонент метрического тензора 
пространства Рашевского, соответствующего интегралу формы

А.'</х։Д...</х(’, связана с коэффициентом К соотношением вида

& 1пЛ՞ 
дх1 Оу.

В случае формы (14) получаем

(х'- у,)’ —2(х'-у.) (х'-уЛ
а’ - 2 • ----- ---------- ----------------- 71---------------

(2 (х'֊уг)։)

Заменяя в выражении метрической формы и*</х'«/у. (остальные ком­
поненты 
а также

метрического тензора равны нулю) переменные и параметры,
их дифференциалы по формулам (14) н (15), в результате

тождественных преобразований получаем

?'Ц2(х'-у,)։)-2(л -у,)(х*-уь)
о’б/л'с/у, 2} ' ՛___________________________ </хМу-’( а*</х'«/у.).

что и требовалось доказать Наконец, нетрудно проверить, что тен­
зор кривизны полученного пространства коварнантно постоянен Мож-
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но показать, что интеграл формы (II) принадлежит классу, указан­
ному в теореме, и соответствует случаю пар совпадающих точек

Выражаю глубокую благодарность Л Ч. Васильеву за постановку 
ладами и внимание к работе.

Армянский государственный 
педагогический институт 
им. X. Абовина

Ս. Ք. ՀԱՐՈհ^ՏՈՒՆՏԱՆ
կոեֆորմ ւոшгшЛու р ւան 1|եսւնրի (|ոււգ|»ր|1 иի մI.։որիI։ տարածության 

Լրկրաշսյփուр|шГ> մասին

Հայտնի Լ , որ քք պարամետրերից կախված Ո •պատիկ ինտեդրալին կա~ 
րեքի 4 ինվարիանտ ձևով, այսինքն լոկալ կոորդինատական 'ամակարդի րն~ 
տրությու նՒյ անկախ, միացնել Հատուկ տեսքի աֆինական կապակցռւ(էլռՆ 
ինտե դրման փոփոխականների և պարամետրերի ր ա ղմաձ ևութ յան վրա, այն 
I, Ռաշևսկու տարածութ յաև պ ս և դո ո ի մ ան յան կապակցություն՛ Այստեղ 
բնական արար աոաք է դալիս քհաշևսկոլ տվյալ տ արածութ յան ստրուկտուրան 
առաջացնող ինտեգրալների դասի առանձնացման խնդիրրր Պ ս եդոէվ կլիդյան 
տարածության դեպքում »ա մ ա պ ա տ սւս խ ան դասի ինտեդրալներր ձևականորեն 
նման են Ֆուրյե-Հա պլասի ինտ եդրալնհրին ւ

Սույն աշխ ատան քում վերր նշված խնդիրր լուծված / ՂՐո1ՒՁ ^տրրեր 
կորություն ունեցող պարղադույն տարածությունն երի դասերից մեկի քք -’ա- 
փանի կոնֆորմ տարածության կետերի դռւյդերի սիմետրիկ տարածութ յան 
Համար ւ
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