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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

ե А Едоян

С напряженном состоянии окрестности угловой точки контура с 
частично соединенным жестким телом н плоской задаче теории 

упругости для анизотропного тела

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР О М. Сапопджяном 14/1У 1980»

Исследуется характер напряженного состояния в окрестности уг­
ловой точки контура поперечного сечения призматического анизотроп­
ного тела, находящегося в условиях плоской задачи теории упругости.

кован поверхность тела на одной стороне угловой точки жестко со 
единена. а с другой стороны свободна. Материал тела обладает пря­
молинейной анизотропией и в
симметрии, совпадающую с

каждой точке имеет плоскость упругой 
поперечным сечением призматического

тела.
Примыкающие к угловой точке ветви контура поперечного сече­

ния принимаются прямолинейными. В случае криволинейности этих 
ветвей он»։ могут быть заменены их касательными в углово»’։ точке.

Па одной стороне от угловой точки на контуре вблизи этой точки 
выполняются условия заделки, а на другой—отсутствия внешней на­
грузки. Напряженное состояние тела вызвано нагрузкой, приложен­
ной к нему на некотором удалении от угловой точки.

I. Начало прямоугольной декартово»՜։ системы координат помес­
тим в углово»՜։ точке поперечного сечения, направляя ось г нормально 
к плоскости сечения, а ось х по направлению касательной к заделанной 
части контура. Угол между ветвям»։ обозначен через <р0.

При отсутствии массовых сил в окрестности рассматриваемо»՛։ точ­
ки функция напряжений удовлетворяет дифференциальному уравне­
нию (՛)

ծ*Ւ 
дх*йу

+ (2а„
&Ւ'

ЛсМу*
*и1«

а։1----- (1.1)

где коэффициенты ац (/./ 1, 2. 6) зависят от постоянных мате-
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риала и углов между одним главным направлением 
осью х (։).

анизотропии и

Компоненты напряжений определяются по формулам:

у <12>

Напряжения и деформации связаны соотношениями обобщенного 
закона Гука для плоского напряженного состояния:

*■» — г,։։’г Н՜ ап?9 + *у в°иах 4- «ц’у + аЛа«У:

(1.3)
В случае плоской деформации коэффициенты в (1.1) и (13) за­

меняются соответственно

Ри = Пц----------
ах»

(U = 1,2,6).

Деформации перемещения связаны

dU dV dU dV ..
dx ’ dy ’ ' dy dx

Напряжения и персмещення в окрестности рассматриваемой точки 
удовлетворяют граничным условиям:

a, cos (л, х) 4- аж» cos (л, л) =0;
I у-г Ь

a4>COS(«. Х) JyC0S(n, у) Г-г СП» «о 
У-Г Bin *0

■= 0; У|т-о = 0:

(1.5)

(16)

= 0

где п—направление нормали к свободной ветви границы.
Следуя (*) и (’), условия (1.6) заменяются эквивалентными нм. 

с точностью до жесткого перемещения, условиями

Ох Г-0

■ 0:
&V (1.7)
дх1 у-о

Условия (15) и (17) представляются в виде:

------Sin -0 + \ -COS
dy’ дхду У «г Г tilt фо

<FF <PF

Oxdy
Г- г СО««о 

Slttfo

Оу*

Оу’ * '* д^дх

&F ь &F
'։Ох* 1*дхду у 0

к . дЧ- .
(*„ 1՝ 13 дх2ду

-0: (I.S)

(FF
дх* у 0

=« 0,
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где b,f~ (ij* 1. 2. 6).

Частное решение уравнения (1.1) представляется в
«

виде (* )

(1.9)

уравнения

(1.Ю)

где К—подлежащий определению параметр, а ч—корни 

<?-2Л։/? + (2/>„ 4֊ Ь„У,*~2ЬМЪ 4- Ь„ - 0.
Уравнение (1 10) для анизотропных материалов не имеет дей- I 

ствнтельных корней ('). I
2. Рассмотрим два случая.
I Корни уравнения (1 10) простые, комплексно сопряженные 

'՝* в ?։ = (21)
Действительные величины Е։, Е։, г,։, т4 определяются коэффици­

ентами Ь։/ соотношениями: |

*։. = Ч + ՝։• 2*и + *м =:’ 4֊ ’ 4- В? 4֊ 4֊ 4?։;։.

= ч (=? 4֊ V.) ֊1֊ Е։(Е? ֊: ^); Ья = (Е> 4- ^?) (Е? 4- ч?). (22)

Вводя новые постоянные

Л,= А Л,= -(Л4-/в); Д, = ֊ (С-Ю); (2.3)

функцию напряжений в полярной системе координат можно предста 
вить в виде

F{r, <f) r‘ ’(/?• l(4cos>.49։4-^slnA Ol-|-/?'J*։(Ccos/+Ei24-
-r DslnKr6.)|, (2.4)

где приняты обозначения

R] = (cos r 4- E։ sin 4)* 4- tj’ sin։f; R\ (cos 4 4-Etsln?)’ rasin’4;
(2.5)

6, arg (cos s -l :։ sin ? 4- /т,։ sin <?); 0, = arg(cosf 4 ;։ sin f 4 /^sln?): 

M — /.4-1; V՜ 1.
Удовлетворяя граничным условиям (1.8), для коэффициентов Л

В, С, D получаем: Н

ЛЯ'1и cos'5։0 г BR\„ sin' (Ло г CR';() cos >О», 4՜ =
Д/?;„((, co։>. 0w-Th$in).ew)4-Z(/?‘,n(E։sln/.9,c ! t<։cos > O10) 4-

л CR‘,.,G։cos» ow V, sin / ом) (- /9Я1;0(;։ sin >■ 5^ !- cos t 9։<l) -0; (2.6) 

^(*ii-:։4-^)4֊«ME։֊4)֊’ C|fti։ 5։E։ тД)4-АЬ,(Ч-Л)-0;
Л| - A, 4 4֊ 4 («? 4֊ )| 4- H -n (-bn + E? 4-’l?)
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4-С|-Л„Е։ ',(•» , )| Ог(։(-4,, ^) = 0.

где е« =0, (?<,. Ь, /?„ = /?, (то> Е1< Г(/). (, = 1 2)

Из условия существования нетривиального решения системы 
получаем уравнение относительно параметра к

(2.61

4ch(k 1пд> vl-^ + l**-^) (?’ + O4+^ + 5’i?-^’| +

+ 1-^1» - г’олф + П, :-2 НН*;։; -<>,^)|. (2.7>

Д(«»-Ч)։ HW’I cos (9w+9„)a_|_^ н2Л1։ (Ц*, 4. Ч։Гв)_

~r4r« (5’ + Р, + + ч’Н^-чМ! ((:։_Ej|։ +-

+ (1Jl-^։)’lC08 )(«„-«„) — О, 
где

р - ֊^~ 
Ъо '

Общее решение уравнения (1.1) представляется н виде суммы 
>бственных функций

Р (х, у) ֊ V V А (х-Ь'му) (2.8)
՛ .11 1

где /.„—корни трансцендентного уравнения (2.7). имеющие положи­
тельные действительные части.Это требование вытекает из конечное, 
гн удельной энергии деформации около угловой точки (•).

В полярной системе координат (2.8) представляется я виде

Р (г, з)= V г‘« ■ |(Д соз >.* 0։ 4 В 5(п > , в։) /?,'«♦’ 
՛ .

+ (Ccosk*0։4-Dslnk*e։)

3. II случай — корни уравнения (1.10) двукратные:

6 = о։ £, = ։-!֊ /т4; •'> =■ \ — S4 - ; — /’J. (3.1)
Частное решение уравнения (1.1) представляется н виде (։) 

F (х. у) = jW, (х С у)‘*> 4֊ (x+fy)‘41 у) (х- «у)х -

■4- Л14(л' т«УК* + йУ>Х‘ ։3 2)

где .И* (4=1, 2, 3, 4) — постоянные. Переходя в (3.2) к полярным 
координатам, получаем
F (г, <?)={/■ А’)'+1 (L cos) *9 4- Л1 sin >• r> £cos>-9 4֊ 7/sin >-9), (3.3)

где пведены обозначения

Л11е” (I- — 1М)» 1 о
,\|.= -(Л МП;9

(3.4)
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R* — (cos ® -+֊ $ sin ?)’ 4 T’sln*?; 6 = arp|cos<f 4- ; sin? 4֊ i r։ sin ®|. (3.5)

Удовлетворяя граничным условиям, получаем систему однородных 
линейных алгебраических уравнений относительно Л1, Е, Н:

L cos ) 4&о 4֊ М sin К '0* 4- Е cos>“0о — //sin / ~0о = О,

(3.6)

—Lk+sln/ б» 4՜ Л1 ' + cos>+% — Ек՜ sln>.-0o 4- Ht cos/ ~/.б0 = 0;
£к+ — Е (4m’— к+) = 0,

Ж+ 4- Н (4m* 4-к-) = 0,

где

•г* — приведенный коэффициент Пуассона.
Из условия существования нетривиального решения (3.6) для 

параметра получается уравнение

sln։ вй 4-(3—4 v*) sin* к б0 — 4(1— »•)* — 0. (3.7)

Уравнение (3.7) идентично уравнению, полученному в случае 
изотропного клина с углом раствора б0 и коэффициентом Пуассона 
материала ** (').

Показано, что условия, допускающие двукратность корней урав­
нения (1.10) и параметр »•, инвариантны относительно угла между 
одним главных։ направлением анизотропии с осью х.

Если трансцендентные уравнения (2.7) и (3.7) имеют корни в 
полосе 0< Ке/<^1, то напряжения в соответствующих случаях при 
х-0, у֊*0 будут не)гр։ниченно возрастать. Порядок особенности 
напряжений равен (1 Не/,), где /,—корень уравнений (2.7) или со­
ответственно (3.7), с наименьшей действительной частью в полосе 
0<Ре/ <1. .

Во втором случае анизотропии, когда уравнение (1.10) имеет 
двукратные корни, порядок особенности в угловой точке контура с 
углом раствора равен порядку особенностей напряжений, получен­
ному в случае изотропного материала с коэффициентом Пуассона >*, 
при угле б0.

Известно, что в решениях смешанной задачи теории упругости 
изотропного материала особенность напряжений н угловой точке 
имеется при угле больше к/4 (••’).

В рассматриваемом нами втором случае анизотропии видно, что 
значение б0 может быть больше или меньше ?0 при фиксированном 
?о в зависимости от $ и т(. Как видно из выражения б9, при ;֊•() и 
Те = «/4 значение б0 может быть больше или меньше “/4 в зависимос­
ти от т;. Значит, при одном и том же угле «в, в зависимости от ани­
зотропии, порядок особенности напряжений может быть ныше или 
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что

ниже, чем особенность напряжений в случае и,птпл„„
Ценности няпряже!.... могут проявиться „ , том случае копа - Л”.՜
что не согласуется с утверждением Боджп (■) ' ’

Отметим, что если 2։,т0 ,ыи соответст|1е
Аеторниражаетблагодарность Р. К. А тексанянт за . ...... ьте советы

Ереванский политехнический 
институт им. К Маркса

Վ 2 էւԴՈՅԱՆԱեիցոտրուց մարմնի աոաձցականո։|»,աք. տեսության fiu։rf, |uCf|Pn,j մս1սքւս1_ կիորԼՈ կոշտ մարմնի նետ ամրակցված Լցրի անկյանային կետի շրջակայքի լարվածափն վիճակի մասին
Ուսումնասիրված է առաձգականության տեսության հարթ խնզրի պայ. 

մաններում գտնվող անիզոտրոպ մարմնի անկյունային կետի շրջակայքի 
լարված ային վիճակի րնույթր, երր կետի շրջակայքր մասնակիորեն ամրա֊ 
կքցված 4’

Բնութագրիչ Տտվտսարմ ան իրտրից տարրեր արմատների ղեպքում ստաց­
ված ( ե զա կիութ յան կարզր որոշող պարամետրի նկատմամբ տրանսցենղեն տ 
հավասարում ։ Համ րնկնող արմատների ղեպքում ցույց է տրված, որ խնզիրր 
Տանգում Լ "բերված» Պուս/սոնի գործակցով ե "բերված» անկման բացվածքով 
իգոտրոպ սեպի գագաթի շրջակա յքի լսւրվ ածային վիճակի ուսումն ասիրմ անր ւ

Պարզվել Լէ որ անիզոտրոպ մարմնի անկյունային կետի շրջակայքում 
եզակիությունր կարող Լ լինել բարձր կամ ցածր, նույն բացվածքի անկ յունն 
ունեցող իզոսւրոպի Համեմատ , է» որ * I *ից փոքր անկյուններում կարող ( 
առաջանալ եզակիություն կախված անիզոտրոպիայից. այնինչ հայտնի Լ, որ 
ինոտրոպում Հ 4 •ից փորր անկյուններում եզակիութ լուն ր բացակայում (
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