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Большое практическое значение имеют решения задач об изгибе 
плит, жестко или шарнирно соединенных с колоннами (безбалочные 
перекрытия). Такне конструкции широко применяются в различных 
областях строительства (՛)• В литературе рассмотрены случаи по­
добного решения тадач в основном при точечном опирании плиты на 
колонны (2).

Следует отметить, что теория изгиба тонких плит не дает возмож­
ности выполнения условия полного контакта плиты с колонной. В слу­
чае прохождения колонны через отверстие, специально подготовлен­
ное н плите, условие контакта можно осуществить вдоль всего контура 
поперечного сечения колонны (*). Если же плита жестко соединена с ко­
лонной по всей площади поперечного сечения последней, то условие 
контакта между ними можно осуществить только в конечных точках 
указанной площади (*).

В настоящей статье приводится решение задачи изгиба заделан­
ной по контуру круглой плиты, жестко соединенной с двумя одинако­
выми колоннами круглого поперечного сечения, центры которых рас­
положены симметрично относительно центра плиты.

Предполагаем, что условия контакта между плитой и колоннами 
выполняются в центрах поперечного сечевия колонн, в которых фик­
сируется прогиб и угол наклона упругой поверхности плиты. В соот­
ветствии с этим закон распределения давления между плитой и ко­
лонной принят линейным.

Отметим, что метод решения указанной задачи легко распростра­
нить на случай л колони, симметрично расположенных относительно 
центра плиты. Для случая четырех колонн в конце статьи приведены 
численные результаты.

I. Вспомогательная задача. Рассмотрим изгиб плиты
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под действием нагрузки, распределенной по площади круга радиуса 
г0 (рис. I) по закону

Рис 1. Плита под действием нагрузки, рас­
пределенной по площади круга с центром 

и начале координат

(1.1)

В системе осей координат и у выражение (1.1) приводится к 
виду *

Я Яо- <7։(*СО8?4-У$1п?), (1.2)

где «—угол между х։ и х.
Обозначим прогибы в замкнутой области нагруженного круга и 

замкнутой ненагруженной области плиты соответственно через и
Согласно теории изгиба тонких плит

Общее решение этих уравнений представим в ннде (’)

(1.3)

(1.4)

где у*—частное решение первого из (1.3) дифференциального ура в-
нения. Оно определяется известной формулой (например (։))

“5|
где г = х /у. г = х—/у—комплексные переменные. 

В указанных переменных (1.2) примет вид

(1.6)

Внеся (1.6) н (1.5). находим

®;—Л'+ф.
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2*2*

64/; г՛ 0.7)

Входящие в (1.4) функции и являются бигармоннческими:

г4/; = V՛՛1’ 0. (1.8)

Функция /’ определяется согласно (5) с учетом (1.7):

(1.9)

7о

Внеся (1.7) и (1.9) в (1.4), получим общее решение задачи об из­
гибе плиты под действием нагрузки, распределенной по линейному за­
кону (1.1) по площади кр>га радиуса г0 с центром в начале коорди­
нат. Для дальнейшего применения указанного решения будет необхо­
дим перенос начала координат из центра нагруженного круга в новое 
положение (рис. 2).

Рис. 2. Плита под действием нагрузки, 
распределенной по площади круга с цент­
ром, смещенным относительно начала коор­

динат

Проделав это. приводим решение вспомогательной задачи к окон­
чательному виду

«•; /,+ф. (I 10)

где

64/)
(-’—^с)’(г-гс)’

(1.11)(г—гс|е-‘’+(г 2с)е

4 " I 64/)
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(г + (г֊г()г'։ (1-12)+--------- -=---------» ֊
3(г-гс)(2-2с) 2

здесь ге = /ус аг‘'(гс = хс — /уе*= ае ՛'•) —комплексная координата 
центра нагруженного круга, ф—угол между х։ н л, при этом ось л։ 
проходит через начало координат и центр нагруженного круга.

2. Рассмотрим изгиб равномерно нагруженной круглой плиты, за­
деланной по контуру и жестко соединенной с двумя колоннами кругло­
го поперечного сечения.

Распределение давления между плитой и колоннами по площади 
их соприкасания примем линейным, согласно (1.2).

Для простоты примем, что центры поперечных сечений колонн 
находятся на осн х и симметрично расположены относительно оси у 
(рис. 3. о). Введем обозначения: а н (—а)—абсциссы указанных цен­
тров, /?—радиус плиты, г0—радиус кругов, на которых приложены 
давления колонн, р—интенсивность нагрузки, равномерно распреде­
ленной по всей области плиты. ®, н те, —прогибы соответственно и 
областях правого и левого указанных кругов, и՛, —прогиб и области 
вне этих кругов.

Представим выражения этих прогибов в виде

=■//> ՛ V /т.+Ф (/=1. 2. 3). (2.1)

где /Р —частное решение от равномерно распределенной нагрузки.
равное

рг1:' 
6Ю

я //» —частное решение для /-той области от реакции к-той колон­
ны. Эти частные решения определяются через частные решения, 
входящие в выражения (1.10) для прогибов вспомогательной задачи:

/и (/1)?-о- 6։ (/>)«֊«. /։։

/га (/։)»-«• /։։ (/»Ь-о, (/»)«■ г-

(/»)-• о;

Теперь из (2.1) с учетом (1.11), (1.12) и (2.2) получим:

рг‘г и\ ֊------
64/)

_1_
64£>

(г—а)’)(г- а)։ т֊ 9|(-г г 2л)
О

<?<Л7 [
160 1

(* + а)(г+а)+ ~ |1п и)(г + а) +
2 I

5
4 “I 61/) (г «X* 1 а)

-------------------- Г>|п(г+-°)Гг а)
3(/+а)(г д֊а) г-

- ֊И(*+«+ 2а) + Ф. (2.3)
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’• - 7^ + О
бю юл \ 2 7 г*4 ' о

+«(»+;)1п <*+°>(/+а> _ 2г г_2„. + а г, + 
(г-а)(«-в) 2

। ^1го Г»|П (г+и)(г+<П 2«.1(г - ?)
64 О (л—о)(г—а) 3(г*—а,)(г*—а*)

(2*-а*)(2*-а*) 

'3-2и(г+2) г’ 1п

֊ 2г*(гг а*}] _2гг_2а2 :
3(:*-а*)(2։-а*)

(2-4)

Е Исходя из симметричности задачи, значение ®, здесь и в даль­
нейшем не приводится.

Переходим к определению бнгармонической функции Ф и пос­
тоянных у0 и <7։. Для этого выразим бигармоническую функцию Ф 
через две аналитические функции комплексного переменного г — 
«=л + /у формулой Гурса

Ф = 2?(г) 2<р(2) • Ф’Н»(‘>, (2.5)

где функции ?(г) и *(г) являются сопряженными соответственно с 
функциями <?(г) и х(г), полученными из последних заменой г на ( /). 

Введем обозначение

ЭД «'(г), (2.6)

откуда

х(2) (27)

где с0—действительная постоянная.
Условия заделки плиты по наружному контуру £ выражаются 

равенствами (’):

<>«•> Л 1----— = 0 на £;
02

а», = 0
|в произвольно фиксированной 

на £ точке.
(2.8)

Первое из условий (2.8) с учетом (2.5) и (2.6) приводится к виду

Ф(0-М?’(П (-՛?(/) (2.9)

где С /^е1* комплексная координата произвольной точки на контуре 
£, /— \ —контурное значение производного от частною решения,

\дг Л
7
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входящего в формулу (2.4).
Функции ։(г) и ■>(*) 

степенные ряды по степеням
в области плиты (круга) разлагаются а 
комплексной переменной г:

а(г) V ак2* 
“ I

V Л<|„г*
Г-1

>(*)
*-0

(2.10)

Подставляя в (2.9) контурные значения функций (2.10), разло­
жив при этом правую часть (2.9) в степенные ряды и сравнивая 
коэффициенты при е *я, находим коэффициенты рядов функций <։(г) 
и 1(г). В результате функции ?(г) и >(г) представляются в виде:

(2.11)

где

(2.12)

Постоянная с0, входящая в (2.7), определяется известной фор­
мулой (։)

֊—П /(/,/)+ 2 Ие /?(/)-т- 0(г)</г (213)

где П—символ, обозначающий .постоянное слагаемое*.
Заметим, что согласно (2.12) последнее слагаемое из (2.13) рав­

но нулю, а первые два слагаемых определяются соответственно из 
контурных значений частного решения, входящего в формулу (2.4) 
и функции ?(.?) из (2.11).

Окончательный результат будет
8



рр* _ ол
640 80

(2.14>

Бигармоннческая функция Ф определяется согласно (2.5) с уче­
том (2.7), (2.111, (2.12) н (2.14). Суммируя полученные при этом ря- 
ды и произведя некоторые преобразования, получим в замкнутом ви­
де выражение функции Ф.

Внеся это выражение в (2.3) н (2.4), представим прогибы и 
гс3 я следующем виде:

= — Р։(Яой1+Л12|+2»): (2.15)

32/9
П1~* 2>)- (2.16)

При этом

2,- (2(*. »)(;+ «)+₽■) 1П-֊֊—|2('.-։)(:-։) 
(1-|-а.)(| ։.)

; ; \, с »)('. «) ------ II п  =— 
2։ / (14-а',)(1 фа՛.) 2а (1 — ։'.)(!

у, = |2Ст в)С4-«)+?||п+12(' -«)(:-«) 
(1 4 ’•)(! I »՝)

>’1 ՛֊՛ (-ГлГ 'тЬ?)
4֊(4-4а«ф2?1)( I



где

Неизвестные постоянные п0 и //։, входящие в (2.15) и (2.16), 
выражены через <70. ?։ и р следующим образом:

1 а
по — ’• Я1 — — •

Р Р
Заметим, что представление прогибов (2.15) и (2.16) в замкнутом 

виде не является неожиданным, ибо, как показано Мичеллом (6). про­
гиб заделанной по контуру круглой плиты под действием сосредоточен­
ной силы, приложенной в произвольной точке, получается в замкну­
том виде.

Перейдем теперь к определению величин по и л։. Они определяются 
нз условий контакта плиты с колонной. Эти условия, как указывалось 
выше, можно осуществить в конечных числах точек соприкасания ко­
лонны с плитой, но поскольку реакция колонн принята н виде (I I). то 
тем самым предопределены два условия контакта. Эти условия относим 
к центральной точке поперечного сечения колонны Пренебрегая для 
простоты деформациями колонн, вследствие их большей жесткости по 
сравнению с плитой, условия для определения п0 и выразим равен­
ствами:

« 0; -----— = 0 при д- = а. (2.17)
дх

Условия (2.17) в развернутом виде сводятся к системе из следую­
щих двух уравнений, откуда и определяются л0 и л։:

16։։1п—— 2? 1п
1 ։» -х* I I х' 2 1 Но

2«Ч«
3( 1 -«‘)

Л 
6>

(2.1*)
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Го

8 1п

«•+?՛

4։«У 
(1 ։։)

»։ ?(1 »*)

2(1 у
1 24։*

2з։'?»(>֊2’։)

2У
3(1-։*):

5
4з։ ".

Заметим, что если нс принять во 
это может принести к неточностям

4У
3(1 -։•)(! ։’)»

(2.18)

вниманнс второе условие (2.17). 
при определении перемещений н

I ։»

2

внутренних усилий плиты Эти неточности тем больше, чем дальше от­
стоит колонна от центра пли гы

Е Пример. Случай авух колонн. Примем ։ = 0.3, 3-0.1, коэф­
фициент Пуассона я 0.2. Прогибы вычисляются по (2.15) и (2 16), 
а л0 и а, —по (2.18). Результаты вычислений приводятся в виде эпю­
ры (рис. 3, а). Изгибающие Мх и Л1у моменты соответственно по 

й>сям х и у определяются по известным формулам. Эпюра их пока­
зана на рис. 3,6.

/ /•** \
Рве 3. а— (начеинн прогиЛон ( п шлях от —— 1. б-лнлченнв моментов (и до­

лях о« р!Р}

Для случая четырех колонн при данных примера приводятся

И



эпюры прогибов (рис. 4. а) и изгибающих .чг моментов по осн д 
(рис. 4,6). 1

Для оценки влияния второго условия (2.17) на величины проги- 
бпв и нагибающих моментов А/։ плиты приведем разности в процен-

Рис. 4 а значения прогибай ( и доли* от б -значения моментов (и долях:

от pH'}

тах значении указанных величин для характерных точек примерз 
вычисленных с учетом н без учета влияния упомянутого условия. Эти 
значения составляют соответственно 14 и 28%.

Ереванский политехническиЯ 
институт нм, К Маркса

ճայկակաէ Ս1Ա Դ1Լ ^ւ^|*ակ|էց-ան^<ս Ժ О. 1Г ՍԱ*111ՆՋՏԱն. «Г Դ. ՔհՇԻՇՅԱՆ
։1|որ Աէ1|նակսւն հատու । |>ւււ| սյունԼր|։ք» կոչտ միամած և Լ(|րաք|ձու| ամրակ(| ւ|ած 

թարակ կ|որ սալի ծուււժլւ

Աշխատ անրոէմ որոշված են ե դրա դծ ո վ ամրակցված Լ հավասարաչափ 
րեււնավորված բարակ կքՈր սա էՒ ած բներն ու ծոոդ յոմենտնԼրր, երր սաչր
կոշտ միացված ( երկու կ/որ ե ։/ի ենույն չայնական Հատույթով սյաներին > 
որոնր ժամաչափ են դասավորված սաչի կենտրոնի նկատմամրւ

ենթադրվու մ է, որ սաչի ե Սյուներից յուրաքանչյուրի կոնտ ակտի ււչայ- 
մանր տեղի է ոէնենոէմ դրանց հպման մակերեսի կենտրոն ում է որում ֆիրսվում 
են սաչի ճկվածրր ե աոաձդական մակերեոէյքէի թերության անկյոէնրէ իստ 
որՒ Կ սաչի և ս յոէների միքե աոաշացած ճնշումների րտշխմտն օչէենրր րն* 
դո էն վ ած ե դծա չին ւ
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Նկատենք, որ զրւ/ած խնղրի ոէսոէմն ասիրու թ յան մեթողր կարեքի ք կիրտ֊ 
ոեք նաև այն ղե պրումէ երր նույն սւպր կոշտ միսւէյած Լ իր կենտրոնի Նկատ- 
մամր համաչտփ ղասաէ/որէք ս/4 էքերք տէքոր ff if ո tf Սյոէներին։
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