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МАТЕМАТИКА

И А Карапетян

О раскраске дуговых графов

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР А Л Талаляном 15/1У 19А0)

Граф пересечения семейства дуг окружности называется дуговым 
Дуговые графы впервые были рассмотрены в ('). Танкером (г) была 
приведена характеризация дуговых графов при помощи их матриц 
смежности, в (։) дан алгоритм полиномиальной сложности их рас­
познавания Алгоритмы полиномиальной сложности нахождения наи­
большей клики, минимального покрытия кликами и наибольшего внут­
ренне устойчивого множества дуговых графов приведены в (4). За­
дача минимальной раскраски дуговых графов Л'Р—полна (*).  В нас­

* |л|— наибольшее целое число, ие превосходящее ц

тоящей работе доказана гипотеза Та к кера (*):  хроматическое число 
любого конечного семейства дуг Л՜ окружности не превосходит

где ?(/՝) наибольшее число попарно-пересекающнхся

луг этого семейства.
Мы будем рассматривать конечные семейства луг Л'= |/։, /։, .... /,} 

окружности £. Под дугой/= | и. Л| понимаем дугу, исходящую из точ­
ки <1 и продолжающуюся до Ь по направлении) часовой стрелки, а на­
зывается левым концом, а Ь — правым концом дуги /. Не нарушая 
общности, можно предположить, что псе дуги замкнуты (содержат 
оба конца) и ни одна из дуг не совпадает с окружностью. Хромати­
ческим числом т (П семейства Р называется наименьшее число цве­
тов. которыми можно окрасить все дуги семейства Р так, чтобы 
пересекающиеся дуги имели разные цвета. В качестве- цветов мы бу­
дем использовать начальный отрезок натурального ряда. И наконец, 
обозначим через с/(х) (где л^Л) число всех дуг семейства Р, содер­
жащих точку х. Пусть /?(/')=•= П1ах</(х). Очевидно, что Х?(А) ?(Л՜)^

Рассмотрим следующий алгоритм раскраски семейства дуг ок­
ружности. Пусть задано семейство дуг Р— |/։, /։.......Далее
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всегда будем предполагать, что дуги /։ = |«„ />։|. у, .......
/= |<*»(/■>.  *¥</)(  имеют общую точку и |/т, Лу|։ если /</, 

#(/ ), где р некоторая точка, прина (лежащая всем дугам 
А» У». •••• Гяи)՛ Скажем, что точка а находится левее точки А, если 
«։€!/». Л|.

Первый этап алгоритма. Из семейства дуг Л՜, = В 
/։.......У*'  выбираются множества А„ А,........  Ац₽| следующим образом.

Если А,. А,....... А/, /< уже выбраны, то А, । будет выбирать­

ся так. Пусть /։/ + 1 является той дугой семейства , левый

конец которой является самым левым (всегда, если таких дуг нес­
колько, выбирается любая из них). Если У,'* 1, 1....... /' 1 уже вы­
браны, то в качестве У] [ будет выбрана та дуга семейства

, которая не пересекается ни с

одной из дуг /|'+։, У!1՜1, .... Л* 1 и левый конец которой является 
самым близким к правому концу дуги /'+*.  Этот процесс продолжа­
ется до тех пор. пока это возможно. Предположим, что в конце 
процесса были ныбраны дуги У?* 1...... рт *.  Обозначим через
А, + ։ множество '/! + ', /■'+1........./‘, '1- Очевидно, что для любого

/£1. 4* Я дуги множества А/ не пересекаются. Дугам множества А/

присвоим цвет /? 4֊ /.
Второй этап алгоритма. Из семейства дуг Г, «Г՝՝

/П*1  \
(и Л) выбирают множества Йл. ■. .... 5| следующим образом

Если В к, Нн_1....... В1. Г>1 уже ныбраны, то В, । будет выбираться 
так. Пусть дуга■»/« |£&-|. Если

I.» । является той дугой семейства Л

.... /.-I,»€£ -։. то пусть

которая не пересекается ни с одной из дуг .. . У/ I» и правый 
конец которой является самым близким к левому концу дуги ,Л ।» 
Предполагается, что У л.»1€^՛ »• -Этот процесс продолжается до тех 
пор, пока это возможно. Из выбора В., 1^1,7? ннлно, что дуги мно­
жества В/ попарно не пересекаются. Дуги множества В1 окрасим в 
цвет I.

Теорема. Для любого семейство дуг В имеет место

Для доказательства теоремы докажем две леммы. Пусть над 
семейством В={ Л. Р......./п\ применен описанный алгоритм

Лемма I. Для любого /(Г, |У„ У,...... У И существуют дуги
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лея содержащие левый конец дуги (.

Справедливость леммы I непосредственно еле ։ует из выбора 
множеств Я„ Я։,

Лемма 2. Если /=|а, />| произвольная дуга семейства
/и \ /11*1  \

—Л։. А', >0. Покажем, что к, т. Действи­

тельно, это так, иначе та луга семейства В' — Ц/^, Л......
Л| {/}. левый копен которой является самым правым, левым кон­

цом пересекалась бы со всеми дугами семейства В' и согласно лемме

Г (Г В | ( 1 .4. I. а£|д.д/| II ։|, то левый конец кам-

дой оуги семейства ( /#| нахооитсч левее правого
' I - / /

конца дуги /= |а. 6|.
Доказательство леммы 2.Поскольку /ч|, .

а(֊|/>, 6,1, то по лемме 1 I —1> — р .

М
Следова-

тельно. Г>Р — — р . Для удобства обозначим /?—/•! через т и

пусть I— 1 = 4 * . где Л>0. Ясно, что т к = R

/ * \
Покажем, что левый конец любой дуги семейства ( и R 1՝ {// ...... /м}

\«-1 ՛ /
находится левее правого конца дуги /=|а, Л|. Допустим, что это не 
так. Тогда существуют дуги этого семейства, левые концы которых 
находятся правее правого конца дуги /=|<։, 6|. Пусть / =|а', />'| 
одна из этих дуг. левый конец которой является самым близким к
правому концу дуги /=|а, 6|. Поскольку 6.], то по выбору 

о к существуетсодержащая правый конец д\ гн

Обозначим через В семейство 7,/п'С/, » 1 ‘

Исходя нз леммы нетрудно доказать, что |Й|< . 11редполо-

1жнм, что |/?| =

1 еще с лугами, т. е. эта точка принадлежала бы по край

ней мере к к։ Д- I 

невозможно.

к 4- т I г I
о՜•г

=■ R Ь I дугам.что

Пусть дуга / в|о', Ь | окрашена в инет /. Обозначим / = { 
1^-1, I /. существует /,,^В1 и а'^/1и1} и J= |/, . .. /•

Исходя из леммы 1 легко доказать, что |/| Л,. Следовательно.
|/|^ /я -Л։, 
308 Я



Рассмотрим следующие два возможных случаи.
а) Для каждого существует луга /(֊։.(, содержащая правый 

конец дуги/—|<г, 6|. Так как осе дуги семейства В'в
содержат точку 
которой является

всеми дугами В

Ь, то та дуга семейства В’ 'J, £J\, левый конец
самым правым, левым концом пересеклась бы со

и по лемме 1 еще с дугами, г. е. по край­

ней мерс с \В"\ т *։ k kt~- \ — R I 1 д»■

гамп. что противоречит определению R.
б) Существует такое, что ни одна дуга множества не

содержит правый конец душ / — |<т. 6| .Можно считать, что / на­
именьшее среди таких чисел. Рассмотрим множества J՝ »(/ ifd. i<J. . 
liven. /={/,. jj, /„}. Тогда существуют дуги J\£B,V fl;^B,v . .,

/'/„€#<„• содержащие точку Ь. Так как о, |. /£1. «, то все ду­

ги Д,/,./^ принадлежат семейству Н) В, |/,։, /,,......Пусть

Г==\а", б"|—та дуга семейства В и •/'<։• /',,......./*1,1,  левый копен
которой является самым правым. Тогда по выбору В,и....... В,., /Л, и
дуги /'==[<։', У|, точка а" будет принадлежать всем дугам семейства

fl'lJ{/'.։, /\.-./',JU!/c./t+։....AJ " "° лемме 1 еще

-А> 
2

дугам. Поскольку |У| >/w—А

ТО ц

— R

R i,j {- I т ht. Следовательно А? -j *։ 1 j и . /?—10 14-

R 1, чго невозможно. Все возможные случаи исчерпаны

Лемма 2 доказана.
Доказательство теоремы. Предположим, чго /?(/7)вУ(/?) 

и пусть над семейством /՛—=|/р/։. •••«/.՛ применен описанный алго- 
оитм. Если Л —Г |/Гт яЛ = . . т. е. все дуги семеЛ-

ства F окрашены, то, очевидно, \(F)^ R^

стнм Л, у- 0 и пусть /=|л, Л|—произвольная

= ^опз

дуга семейства F

Существует I. R такое, что </£|р, b, |. В противном случае по

1
2« л у га м,

выбору Вн. Bn-i , В{ для 
ftA ^Bt. содержащей правый 
принадлежала бы по крайней
Пусть «£1/’. М»

1 *՝ледует.  что I 1

<«€|/л М 
" ։ *1՛

любого ։£1. R существовала бы дуга 
конец дуги /= |а. Л|. т. е. точка А

мере R 4- I Дугам, что невозможно.
О Щ-1Р, Ь, ||.......аф. Л,|. Из леммы

Так как АД. то по
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выбору В։ ।......Я,. Я, существуют душ /։^/?։. /։£Я։........ \^В։ |,
содержащие пряный конец дуги /=|а, Л|.

Построим семейства /Л-1, .... Нк следующим образом. Пусть
/У,......... , }и!/}. Если /Л-1, .... Н,, I ! ֊/</?. уже
построены, то Ны — Н, {Л|, если пересекается со всеми дугами 
Н, и Н, \ = Н1 {/,,։} в противном случае. Покажем, что все дуги 
семейства /У/ попарно пересекаются, где / 1^/ R. Допустим, что 
это не так. и пусть т - наименьшее число такое, что не нее дуги семей- 
ствя Н„ попарно пересекаются. Ясно, что т^>1— I и Нт = Нт_। I_]
Л/и.з}. По выбор) числа т все дуги семейства //„_| попарно пере­

секаются. Следовательно,су шествует дуга /'£/7Л «, не пересекающа­
яся с другой („л- Покажем, что ....... /«. •}. Для этого
достаточно показать, что дуги семейства Н—Нт' '/и, .... со­
держат правый конец дуги /= |н,6|. Пусть // — {/у,.,. .......Л։.։}.
Предположим, что дуги /(1,։...... содержат точку Ь, покажем.
что дуга // ։,։ тоже содержит точку Ь. Поскольку Д + 1.։€/Ля, то

= //, ֊ ։ ;{У//+1 Следовательно. существует дуга тЫ 

и 1Л|,2......Л;.г1 . не пересекающаяся с дугой Д,։. По выбору мно­
жества /?/у+1 правый конец дуги Г не находится правее правого кон­
ца дуги Д+։.։. И по лемме 2 левый конец дуги Д+։.։, находится ле­
вее правого конца д) гн /= [й, 6|. Так как b £то bkfj, ։,։. Этим
доказано, что дуги семейства Н содержат точку Л. Следовательно, 
Л£//т-|| {//......У«1-||- С другой стороны, поскольку Нп =
- Яж-1и{/«д}, то существует дуга /°£ //„_։\|/1, /։........./«֊։}, не
пересекающаяся с дугой /в. По выбору Вл правый конец дуги /° не 
находится правее правого конца /».։. Так как пряный конец дуги /' 
принадлежит дуге то дуга /° не пересекается с дугой /' Это 
|невозможно, поскольку /°, /'£ Нт ։. Следовательно, для любого 
I, I —дуги семейства Н, попарно пересекаются. Очевидно, 
Нп\ = R + I. что противоречит предположению #(/՝) ?(А). Значит,
Л, = 0, т. е. все дуги окрашены.

Если R( F)<^(F), то можно добавить к семейству F дуги f\ 
.... /' * так. чтобы для семейства F’ — F J{/։, /’......./’“*}  имело
место /?(/') = «(/■’’) - Согласно только что доказанному ;(/•’')«£

֊ г(Н Так как <~t(F'). то֊

что полностью завершает доказательство теоремы.

Следствие (•). Если семейство ауг F не сооержит три попар-
но пересекающиеся дуги, покрыван^щие все точки окружности, 

то < I
Заметим, что оценка, приведенная н теореме, точная.
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1Լր|Լրլա|ին զրսւֆնԼրի ներկման մասին
Շրշանադծի աղեղների ընտանիքի հատումների ղրաֆր կոչվում Լ աղեղա֊ 

յինւ (Լղեղա չին ղ ր ա ֆն ե ր ր աոաջին անղամ ?/>տարկվել են ('խում: Նցոէթչան 
մատրիցների միջոցով ադե դա չին գրաֆների րնոլթաղրում ր տրված ( (•խումւ 

քերված են աղեղային ղրաֆների ճանաչման, մեծագույն կյիկա, կքի՝ 
կաներով փորրաղույն ծածկույթ և մեծագույն Ներքին կայուն ըա ղմություե 
ղտնեչու ր ա ղ մ ան ղ ա մ ա յ ին րարղոէթչամր ալգորիթմներ։ ('խում ապացուցված 
է աղեղաչին ղրաֆների մինիմալ ներկման խնդրի \թ^[1իւ1ուք}յունր Ներկա 
աշխատանքում ապացուցված Լ Տակկերի Հիպոթեղը , շրջանագծի չուրա քանչ- 
յուր / վերջավոր աղեղների րնտանիրի քրոմատիկ թիվր չի գերազանցում 

որտեղ ”*/7  ընտանիքի աղեղային գրաֆի մեծադա չն-7(F) 
2

կյիկաչի ղաղտխնե րի րւոնակն Էէ
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