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В настоящей заметке рассматриваются случайные процессы интер
валов па прямой. Эти процессы возникают на прямых, пересекающих 
однородные н изотропные поля кругов постоянного радиуса; интерва
лы представляют собой хорды, по которым прямая пересекается с 
кругами поля. Случайное поле Л1 кругов постоянного радиуса пол
ностью описывается точечным полем центров кругов. Поле центров 
предполагается однородным и изотропным, т. е. его распределение Р 
инвариантно относительно группы евклидовых движений плоскости

В основе работы лежит методика, предложенная Р В Амбарцумя
ном в (*) Аналогичными методами в (։) исследовались однородные и 
изотропные поля отрезков на плоскости.

В работе изучается случайная величина т((л), равная числу ин
тервалов (хорд), целиком лежащих внутри отрезка л՜. Распределение 
Рп(х) — Р(т((.с) = л), «=0.1, 2... не зависит от расположения от
резка на плоскости. Помимо свойств однородности и изотропности 
па вероятность Р накладывается условие локальной абсолютно;։ не
прерывности относительно стан (артного пуассоновского поля.

Основным результатом работы (теорема 1) является уравнение, 
связывающее распределение с некоторыми условными распре
делениями случайной величины »,(х) и напоминающее известную 
формулу Пальма (л). Из теоремы 1 следует одно достаточное условие 
того, чтобы распределение Рп(*) било пуассоновским

Рассмотрим реализацию «։ поля Л! кругов на плоскости. Обоз
начим через Л' число кругов из «։, границы которых пересекают 
круг /<Л, построенный ня отрезке д' как на диаметре. Ниже всегда 
предполагается, что где / знак математического ожидания
относительно Р. В силу сделанных предположений существуют сле
дующие условные вероятности.

1Р(.с, х) есть условная вероятность события | -V) = /т՛ при \с-
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лопни, что огни из кругов реализации т касается отрезка х и точке, 
\деленной от конца отрезка на расстояние г.

П»(х) есть условная вероятность события {т։(х) = л| при ус
ловии, что одни крз г из т проходит через оба конца отрезка х.

1П(х, г։. т) есть вероятность события {тдх) = л} при условии, 
что два круга из т касаются отрезка х в точках с координатами г։ 
и с, н лежат в одной (/=1) или в разных Ц - 2) полуплоскостях 
относительно прямой £(х). Прямая £(х) есть продолжение отрезка х.

П;(х, г, /) есть условная вероятность события {т((х) = л} при
условии, что один круг из т касается отрезка х в точке а грани
ца другого проходит через конец отрезка х под углом а. Центры 
кругов лежат в одной (1-1) или в разных (г = 2) полуплоскостях 
относительно прямой £(х). ' ՛■'?

П’(х, ։,. /) есть условная вероятность события Ц,(х) = л} при
условии, что границы двух кругов из т проходят через разные кон
цы отрезка х, образуя с К(х) углы в, и ։„ а их центры лежат в 
одной (/=1) или в разных (։=2) полуплоскостях относительно пря
мой £(х). Я

Обозначим через /, плотность распределения пары кругов, 
задевающих круг Кх. Рассмотрим следующие суммы:

2
( 1)'7,11'(х. г։. .'../);

I

<(•*.*. ’)— ( ։И/։П;(х, г, ։, О;
г-1

2(-1)7Л;(х, »„ /).
г-1

Введем следующие обозначения: интенсивность поля М\
±-я -разность Ил—Яц-и вторая разность еп~2еп 14-с„ 2;
/(2а >х)—индикатор. равный единице, если 2а>х, и нулю— н про
тивном случае. Через у обозначим следующий угол:

атс51п — 
2а

, если х<2а, 

если х ^2а.
2

Имеет место следующее утверждение (ниже отрезки и их дли
ны обозначаются одинаково).

Теорема 1. Пусть Р есть распределение однородного изо
тропного локально абсолютно непрерывного случайного поли .И 
кругов раоиуса а и пусть /:Аг։</'ю Для любого отрезка х и лю
бого целого п имеет место следующее уравнение: 
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I

х —֊֊ = 2>а I Л-'(л, 
ах У

* -•
4 у£|МЛ'-1)| | (12. | г/г։(г, г։)«д»^(х, г,. г,)- 

О о

аЕ\.У(К- )| гМг соваД’е^х, г, ։)</։ (1)

I>]а։л» </։։ СО8 ։։ СО$ «։ЛЧ’и (X,

и и

/х/(2м>х)/4о։-х։ Аг*(д ).

Укажем некоторые случаи, когда равенство (1) принимает осо
бенно простой вид. Обозначим через /.,(х) множество кругов, касаю
щихся отрезка х, через Л։(х) множество кругов, границы которых 
проходят через одни и.з концов отрезка х. Через Л՜՛ обозначим круг, 
симметричный кругу А относительно прямой р(х). Будем говорить, 
что распределение Р обладает свойством (•) —независимости, если 
для любой пары кругов А',. К^/.1(х)[}11(х) имеет место

/г(А։, Л։) • П,(х, А,, А ։) — /-(Ар А ). 1А։, А ), п 0, 1, 2.......  

где 11я(х, А՜,, А։) есть условная вероятность события {т((х) = н при 
условии, что два случайных круга реализуются как А։ и А,.

Укажем одно достаточное условие (•) независимости. Рассмот
рим направленную прямую ц-, поле .И порождает на р маркирован
ный точечный процесс {Г/, »/|, ։ ֊...—1,0.1....... где К( проекция на
ц центра круга К(, пересекаемого прямой •/—снабженное знаком 
расстояние ог центра круга К/ до прямой р, причем »/<^0, если центр 
круга К( лежит в левой полу плоскости относительно прямой к.

Лемма. Для того, чтобы распределение Р обладало свойст
вом (•) не лив не и.ноет и. достаточно, чтобы лнаки норок ц про
цесса {К/, »/| были независимыми.

В случае наличия (•) независимости функции е,.(х. ...) тож
дественно равны нулю, что на основании теоремы I приводит к сле
дующим утверждениям.

Следствие 1. Пусть пиле М удовлетворяет всем условиям 
теоремы I. Если распределение Р обладает свойством (•) неза
висимости. то для любого отрезка х и любого целого п имеет 
место равенство
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лл7(«>х)1 4л* л-*Дг“(х).

С л е д С т в и е 2. Пусть обладающее свойством (•) — независи
мости распределение Р удовлетворяет условия к теоремы I. Для 
того. чтобы распределение Рп(х), л = 0,1,2,,.. было пуассонов- 

спим Рп(х) =■—е՜', достаточно, чтобы условные вероятности 
л!

-■■(х) и “!(л՜, ֊), -€[0, х) совпадали с безусловной вероятностью 
Рп(х). Параметр 3 имеет вид

S = 4> (в-֊ - j

где

= I — ♦ если 2л>х, 

(л. если 2а^х.
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2. и. IHlt4’I UIl5Ul,

6гМ1Л|[|Ьг|) ири1ПшБш1|и|Г| 1|Ш МПЬГ|| RllHIinq П11)||1|Г1Ьг՝|| i| гш 

гЬ1ф iijrnqLutil г|| 1(и«и||Г|
'unuifiufjnq ри-

тр/шь 7,IUJ rjft in Ш fl п td Lb ^UJUiffU/dimL >wnwif fi ffntf > fl f Ш Ь )/ L fl ft
tudujuLn II jtrfninpnui Uf >итш ,uj(fujb qin^mLppi lijrj fjtuimLpp ^uttnnq niqfir]֊ 
LLpff ifpuj ujnuifiuLniif Lb l^pl'p/i ufUitnw^iulfwL U/ptiphahLp: Hilinijbiuu/lll֊ 
i/nwi / ujjb [UjpLpfi pwhwlfp ^(»v) npniip iudpnqfntfftb pblfuti Lb A' !uim.

JLfl Ц j fl/ ш tn шЪрfl » [itfb Ш IfU/b Ujprjjntbpb I шЬ rfft U Uibnt J
tnuj tuilftub JL^nipju/b pwj/uniJp bnijb ilbdnifijujb npfi] iifufjuiiiuilpuli putj* 
/м niJbLpfi \Ltn Ifiuufnrj 'ujifuiuujptudp Utnuetjif utA f dUniPjuib Гш2~
junidp fli Uitiflb jwb iftbLfnt J ft рш^шршр ll/UJjJluhl
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