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О некоторых свойствах обобщенных решений вырождающихся 
квазилинейных эллиптических уравнений второго порядка

(Представлено чл корр АН Армянской ССР Р. А Александрином 22/111 ЮКО)

В работе (') были доказаны теоремы существования обобщенных 
решений первой краевой задачи для вырождающихся уравнений эллип­
тического типа, характер вырождения которых определяется некоторой 
матрицей.

В настоящей заметке приведены (без доказательств) теоремы 
о суммируемости, ограниченности, непрерывности по Гёльдеру, а также 
о неравенстве Гариака для таких решении. 1

Теоремы доказаны методами, предложенными Ю. Мозе|>ом (см. 
(*’)) и развитыми впоследствии в работах Д. Серрина (•), Н. 
Трудингера (’), С. Н. Кружкова (•), А. В. Иванова (для параболи­
ческих уравнений) ('•). И. М. Колодия (•-”) и др.

В невырожденном случае аналогичные вопросы рассматривались 
в работах О. А. . 1адыженской и Н. Н. Уральцевой (см. (**)).

Наиболее близкие к данной работе результаты получены в ра­
ботах (•-“).

1 . Пусть !2 —ограниченная область в /?" с кусочно-гладкой 
границей. Обозначим через ^^(А, '2) ( ИД;(А. -*)) линеал функций и 

из МР[(У) ( М7[(2)), для которых конечна норма
Н = .2 (|д| = |«1о4-И։.и)*. I

1-1

где /«/>1. А/их = V а/у(л)цл/, / = |....... п; И//1 Л —некоторая

матрица, такая, что I

I, \........п, (I)

и, кроме того, для почти всех (л. а.) существует матрица
- Л = А՜1, причем

Здесь и всюду ниже |} . ’|.,яг|| • для любою «>0.

292



<//>։. л у - ।........«. (2

Совершенно так же, как и в работе (•) (стр. 302, 303), можно по 

кязать, что И-(.1,и *_•) рефлексивные банаховы прос 
гранствя.

Лемма 1. Пусть

V?/ max (!.■/»/ 1г։у)<|, / 1...... л.

I I

(31

(4)

Гогда Оля любых функции ’_’). «£ ^(Д, 2) справедливы
неравенства

И СС։ V 
1-1

<С< и .

*-де с‘j, Cj, с^, с^ const 0.
Рассмотрим в области L’ уравнение

л (I
- — Л(-<. и, «,->4 /0(*. н. мх) 0. (5)

/ -1 (1X1

где их (ил„ .... н,п), обобщенны и решением которого назовем 
функцию и£ 1Г^(Л, -), удовлетворяющую интегральному тождеству

п
V £Дл, //. njrlt/ L0(x, и, Ux)rt 
“l

dx -- 0, (6)

выполняющемуся для любой функции М^Д, -).
Относительно функций /.Дх, «,/>), < = 0, I......... п предполагают­

ся выполненными для и. в. х£И и произвольных и£Н. р (р։....... рп)^
•-/?" неравенства

• ' , I Я . ‘41 I
v £Дл-, и, p)pt>di V Т)|«|‘-/։(Л)
t I i«» I

|в;1(л, н. />)| d.V •>"'ч+гДх)|мГ1 АДл). / I. ... п

|/ 0(х, и, р)\ълЦх] V |V|'"X‘-I>' -hgt(x)|Hr-՛+/,(.<)

|де J,. dt const>0, /Г/. v /: d„ ft, /,. gt, gt, elt ht 0, 
/-I

d\. /„ Ui. Ht, Лф (8)
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։ mln (s/7«3. причем будем пре (полагать, что 
4

"»г/5/>*//<!, I = 1, .... п, (9)

где к =. тах |4, /и։........../гц}, а / определяется соотношением (4).
Из условии (7) и леммы 1 вытекает конечн >сть интеграла н ле­

вой части тождества (6).
Теорема I. Пусть выполнены условии (3), (4), (7) —(9). Тог­

да обобщенное решение и(х) уравнении (5) сум чаруемо с любой 
степенью <?>0 в шаре Кн радиуса R таком, что концентрический 
с ни и шар Кш содержится в 2, причем имеет место оценка

“Կ-Кц КИНдо)* Դ1"’.
где ~ — <•„ с։ =- const >0, а' - «/(։—!),

ф) ( W/m)՝|| -Ь/.И-։(*-/И)(/-Ъ’)֊'(/

»- такое целое число, что

։'«֊։(/'а'.Л()’ + (*֊Л1)(/-ЛЪ')֊|/։'></,
Л1 = max nij, т =■ mln mt. 

t I

Если Л! т, то имеет место оценка

vr al max 
лС-К н

(10)

2’. Пусть теперь матрица А 0 днагональна: ац -
$/>«/, а։у 0 при I £)■ Очевидно, что матрица Я при этом будет 
также диагональной и */< = «», ՛, ^//^0 при 1^}.

Положим г<։ - г{, тогда Заметим, что и условиях
(7) теперь А,р = а,рь /Г Г «

Пусть теперь показатели 3/ и I определены соотношениями

1/Э/— 1/^+1/г,. ։// = 1/^-1՝) (II)

и удовлетворяют условиям

1/9/ I. 1/0*0. (12)

При диагональной матрице Л утверждение леммы I справедливо при 
показателях Э/ 11 Л определенных соотношениями (II) и удовлет­
воряющих условиям (12). ' Л&Я

Теорема 2. Пусть выполнены: условия (7) с диагональной 
матрицей Д, условия (8), а также условия (У), в которых пока­
затель I опреоеляетсн соотношениими (11) и удовлетворяет ус­
ловиям (12). Тогой для обобщенного решения и(х) уравнения (5) 
выполняется оценка (10). гое показатель т и шапы Кн и Кзн та-

294



кие me, как и теореме

где ու ո
1, <|, G consl^X). 't = k(l ?’m)m '(/ -Л։')՜1,

3°. Пусть матрица Д вновь произвольна.
Положим .« - mini/. Г/» mln г//, ու mln т,-, г s.m, i tn —

n/i-m \լ]1րՒ 
/-I

//(p) <p
I

п,'АА.а )-V (J)- Г,
/./-I

«(p) (V v*;(-

Теорема 3 (неравенство Гари а к а). Пуст* выполнены 
условия теоремы I. причем в неравенствах (7) я// ՛, т, кроме
того, 1/г, -1/гу<1/я для всех i, j 1....... п. Пусть и(х)—неотри­
цательное обобщенное решение уравнения (5) в шире ՛-• и 
/7(p)<xt const >0 для любого р£(0, 5Я). Гогда vrahnaxu

■ч/ ՛ ■ ■■' ՝■■՝*■■' • сН ‘

<C(vralmln и+«(5/?)), с с(п, т, s, rt, d„ dt. x։)>0.

Из теоремы 3 как следствие (см., например, ('), (■)) вытекает
Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 1, причем в 

неравенствах (7) т, I т, кроме того, 1 г/ Гг/< I п для всех 
I, j I....... п. Пусть u(x) обобщенное решение уравнении (5) в
шаре Кк^2 и Н(у) х, const О для всех о£(0, /?|. Тогда сущест­
вуют 7^(0, I) и <\>0. зависящие только от п. т, s, г,, dv d,, х։, 
т/кие, что для всех р£(0. #) osc(«, A'f)«St(p/A?P.

/\втор выражает благодарность О. А. Ладыженской и Л. В. 
Иванову за постановку задачи, внимание и существенную помощь в 
процессе работы.
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tirt|rnrq կարրյ|> i(LrwAi|nq 1վսւ<|խ|ձսււ|։ն Լլjn։jl| f>un|uiuuiրամնԼրի 
||Г11|КшГ|ГИ1<|<|։սծ լուծումնԼր|> որււյ Տաս1կո։^յւ։ւքւն1«ր|ւ ։Гшч||Г.

ՀՈդ.{տծ„.մ գխոարկվոմ է Ո-}ափաէ,ի ^ն/,7/ս<1*
րոպք/ռմ երկրորդ կարդի յո/ադիքէ ս^ին ^վասար.., մ. որ/, վերա-
ծ,„./ր րնաթադրվռմ ք "ր”է~ԿՒ մ րՒՏ ո։1' Հերա.քո.մր րնո< թ ադրող մռ.ո- 
րի9ր, որի էչեմենռներր հանդիս ան„. մ են Տ-իք, ^X^^i) կախված հանրադ... - 
մարելի ֆ,սնկ9իաներ. են^ադրվամ 4 էքէԿՒ ^մար^ ամենոէրեր Լ' 

տիրս։ (թ'“ մ (այսպես կոշվաձ (^'“11 յերսէձ։։։ մ
Տրված 4 հավասարման Ընդհանրացված քՈէծումեերի ստհմանոէմր։ Ւեր- 
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ված եԼ թեորեմներ րնղ Հանրացված (ածումների Հ տԼ րա ղ ու մ արե ո ւթ չան , 
սաՀմանա փակոլթ յան , րստ ^]ո1ր}^ՐՒ ան րն ղհ ա տ ա թ յան, ինչպես Նաե Հար. 
նակի անհավասարութ յանր ր ա վար ւս ր ե ( ո է մ ասին է

1Ւեորեմներր ապացուցված են ինւո երտցիաների մեխողով, որր աոա- 
քաէ 3. Մողերի կողմից ե ղ ա ր ղ ա ց վ ե լ Լ >Լ տաղա/ոէմ Տք. Սերրինի, Ն. 
էՒրուղինցերի, Ս. Ն. Կրում կովի է Ա. Վ. Ւվանովի, /*. Մ. Կոյողիի և այ/ հեղի­
նակների աշխատանքներում։
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