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1. Пусть Н}.в— многообразие двумерных плоскостей в Ия, 
А А/т,—комплекс двумерных плоскостей в Н>.„ А'у—четырехмер- 
нып конус, образованным двумерными плоскостями, проходящими 
через точку С)£Яп. -(С);//) — касательная плоскость к конусу А'у. про­
ходящая через АёА^. *

Определение. Комплекс Л' называется допустимым, если 
для почти всех и плоскость Л) определена и зави­
сит только от Л.

Такие подмногообразия введены И. М. Гельфандом н М. Н. 
Граевым в связи с задачей интегральной геометрии (’). В настоящей 
работе изучается один важный класс допустимых комплексов дву­
мерных плоскостей в /Л Классификация допустимых комплексов 
двумерных плоскостей в /?՝ дана в работе (։).

2. К каждой плоскости Л£Л/2.Я присоединим семейство ортонор-
мнроваиных реперов |Л<:е/| < = 1, п так. чтобы еаТ/1 а, Л = 1, 2, а 

Л) Л', б, Л. 6=1.4. Главными на многообразии //?.„ явля­
ются формы

Ш*. иА 1Ч։. «И, и* 
• • • а’ а’ о ? 5, ».

а на семействе четырехмерных плоскостей "(б; А)

*’’• “2՛ шз- “’з-
В работе (։) показано, что если комплекс Л՜ допустим, то

><>’ Д’ И»՛. 
а а?

Рассмотрим случай, когда // = 6, а плоскости я(б; Л) являются 
касательными к некоторой четырехмерной поверхности в точ­
ках 1/4. Тогда уравнения (1) можно привести к виду

ч>* = Д,и>’. = А՝, ш’I • г • յ * (2)

280



Действительно, пуст». А£Л'с. Представим точку Р£Л и виде Р = 
— •И । направляя для этого первый вектор ех нз семейства ре­

перов присоединенного к шумерным плоскостям А. по~ЛЙ<
Так как </Р£к(Р; Л), то

•••’ = где Д։ - —- . 
л1

1егко заметить, что мы находимся в следующей ситуации. Известно, 
что если и К* задана некоторая поверхность ,9с АЛ то, присоединяя 
семейство реперов {ЛГ;е/} к каждой точке поверхности 5* таким об­
разом, чтобы е.\ А), уравнения инфинитезимального перемеще­
ния репера можно писать в виде

rf.M ««= 0Л>л, de.՝ = de.=

Система ։<’ = 0 задает уравнения поверхности 54. Если продщ|я|»срен- 
цировать )>* = 0 внешним образом и применить лемму Картава, то 
получим

~ ^A7.։,L' ^ЛЧ 11L .V (3)

где Л’.£—тензор второй квадратичной формы поверхности. Для 
удобства записи вместо буквы будем писан, «. Справедлива

Теорема !. Пусть К -шестимерный комплекс двумерных 
плоскостей, обра «/ванный касательными к некоторой четырех­
черной поверхности V'4 А*'. Комплекс К допустим тогда и толь­
ко тогда, когда в касательной плоскости ~(Q: А) для любого 
существует двумерная плоскость одномерных направлений, сопря­
женных любым направлениям плоскости h.

Доказательство. Пусть Q произвольная фиксированная 
точка на А. Тогда Q — Af-f-x'e.v. В силу равенства 4Q = 0 имеем 
«А с/д' • = 0, Возьмем произвольную точку P^h.
Пусть Р .ИТу'сл. Требуется, чтобы длн любой точки Pth при 
фиксации произвольной точки Q£h касательная плоскость "(Q; А) 
совпадала с касательной и юскостыо к поверхности I 1 в точке

Для этого необходимо и достаточно, чтобы уЛ«\ —0 (в силу 
соотношений х'иД = 0). Подставляя сюда значения (3). получим

о (Н силу соотношений A*.£x'u>z 0). Как известно, нап­
равления Г= |/'} и К |гЛ| называются сопряженными относительно 
квадратичной формы A^u»՛'»»4, если Asif'r‘«0. Гак как из системы 
Уравнений 0 следует, что А*,у'»4«0 для любой точки
^\А и любой фиксированной точки У£А, то rang( А) - 2. »де

281



л;,х’

ЛЛ|У՛
Л'х.У1

,х։

^У։

Л 6Ч rv3 

А.иУ։ 
л\. ,У4

Эго значит, что одномерные направления, сопряженные к любым 
направлениям плоскости й, образуют двумерную плоскость.
Достаточность доказывается обратным рлссуж гением.

Известно что пару билинейных форм ?'(.т; у) — //*,.<՝>՛' с сим-
метричнымн коэффициентами можно одновременно привес.п к одному 
нз видов, указанных в (*). Применим эту теорему к квадратичным 
формам Из теоремы Ю. Б. Ермолаева (J) следует, что
rang(.4)-=2 для следующих матриц:

. 1 0 0 0 \
I ° J ° ° | 

'’“I 0 0 0 0 I
\ о о о о / 

/010 0\
, /10 0 0 1

I О о О I г

\ О О 1 о/

о о о о 
0 0 0 0 
0 0 10 
О 0 0 1

/ 0

(A"vJ = | о 

\ о

о о 0' 
I о о 
о о о 
О О I

10 0 0' /О I о 0\
О I О О\ /10001
0010 Г ' ՝£' I о о о 1 г 
0 0 0 1 / \ о О 1 о/

Рассмотрим каждый нз этих случаев в отдельности.
1. Основные уравнения поверхности V*-. и»։ 0, ш* О,

и'։ — 0, *«։ = О, О, и>2»0, «»5=и»։, V», ։•։’. (-1)
Если продифференцировать уравнении (4) внешним образом, то ста­
нет ясно, что системы уравнений ш1 «»։ = 0 и ш‘ = и»։ — 0 вполне 
интегрируемы. Следовательно V4 расслаивается на произведение 
двумерных поверхностей и .Уравнения инфинитезимального 
перемещения репера на этих поверхностях показывают, что

Г;, где £։в, Л՜՜՛ пятимерные плоскости, натянутые соответствен­
но на векторы <ч, е, и ед. После канонизации репера легко об­
наружить. что У{ Е* и где 1г]. пересекающиеся в точ­
ке трехмерные плоскости, натянутые соответственно на векторы е,, 
е4, е, и е։, е։, . 1егко доказать, что они являются характеристика­
ми для семейства плоскостей Е\

П. Основные уравнения поверхности V*: ш* 0. и>' = 0.

'”| ш1. “г <» =м«4, и<'՛ = У»'*, и>® О, «!՝«<»’, ш® О, ш* ш4. (5)
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Дифференцируя уравнении (5) внешним образом, мы заметим, что 
система уравнений О вполне интегрируема. Значит Г‘ рас­
слаивается ия двумерные поверхности Г*. Уравнения инфинитези­
мального перемещения репера на поверхостн V* показывают. что 
V*-плоскость, нат։ нутам на векторы г„ е„ причем касательная 
плоскость к Г* в точках плоскости V’’ принадлежит гиперплоскости 
Е* — (cv. e.J. Найдем фокальные образы нашего лвухпараметр|1ческо- 
го семейства двумерных плоскостей V:. Точку Р^У представим в 
виде Р М Нх’е, -| х*е։. Так как dP^V1, то, учитывая результаты 
дифере и пировав и я уравнений (5), получим, что наше семейство 
двумерных плоскостей V* имеет три фокуса.

III. Основные уравнения поверхности У*: «Р 0. О,
«*, •= ։<|։, W® ш*, ։ч? ш։, W® —w*, v>* m ш։, mJ = ш1, и,* U,J „Д

(6)
Покажем, что наша поверхность У4 несет некоторую определенную 
комплексную структуру. Для этого введем на У4 почти комплексную 
структур), порожденную полем аффиноров / (/") следующим об­
разом:

/(*>) = е։. /(е^ —е,. = /(е4) - —е։. (7)
т. е. положим е, - /е,. е, Известно, что оператор / почти 
комплексной структуры удовлетворяет уравнениях)

В силу (7) /• —f't 1»/j —/? 1. а остальные/р ֊ 0. Вычислим
тензор Нейенхейся

ГМ

для почти комплексной структуры. Оказывается, что М,\ 0. Это и
означает, что наша поверхность несет комплексную структуру. Выяс­
ним ее геометрический смысл. Пусть е ® вектор на поверх­
ности V4 с координатами В каждой точке поверхности I 4 рас­
смотрим нормальное пространство /?*/«<>'•; н> и оператор А, действу­
ющий по закону /?(^) ••֊ —*>• т- е положим
Пусть (ЛГ; £в, £3|- семейство комплексных реперов, присоеди­
ненных к каждой точке Л/ поверхности I 1 так, что Ех *֊ г։, £2 »֊ 

равнении инфинитезимального перемещения репера имеют 
вид:

ЖМ = ЦЛ£Л; dEa^ ’-։*£». ‘2;£Л4-'_’^,,

где «з ш* /ш4. '24 /и»4 = 0. Тогда вектор е =
можно представить н комплексном виде е =֊ I эвестно, что
вторая квадратичная (|>орма поверхности принимает значения н нор­
мальном расслоении /?*/.(»•)• Оказывается, в нашем случае ее можно 
рассматривать как форму с комплексными численными значениями. 
Действительно, в силу (6)
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= !(«.»-, МЧ-Н-Н*,)’Р» - К1-”)1 Н‘-։*)։|£».
Однако Г‘, вообще говори не является двумерной комплексной по­
верхностью. Действительно, в противном случае нз (6) мы имели бы

О, 12} = 2‘, ’2] =‘21, где *2; Тогда формы
*2։ п удовлетворяют уравнениям с/*—1 ‘2*Д*2։-; ’2у\1!։, т/*2։
= <2»Д‘21 -2у\2», где '2‘ ֊•>] 1»>-, *2^«»’ £«*, ‘2* = м‘4֊гш;.

֊•■, Л»‘. Из соотношений е։ «=/е|։ е4 1е4 следует, что это возмож­
но тогда и только тогда, когда

«5 »|. и»’ •«»* = 0, «>! ։-и»{ =0. |
*»>• = и»'. и»-։ - 14* <•>?-+ *«*= 0, «>|-|-«>? = 0. IV

Итак, нами доказана следующая
Теорема 2. Пусть К— допустимый комплекс двумерных 

плоскостей в R*. образованный касательными плоскостями к не­
которой четырех мерной поверхности V”4 R1. Тогда и меет место 
один из следующих случаев:

I. R* расслаивается на произведение двумерных поверхностей. 
Н каждой точке I 1 эти поверхности лежит на пересекающихся 
в точке трех черных плоскостях, которые образуют двух пара­
метрическое семейство и являются характеристиками для двух­
пара метрического семейства гиперплоскостей.

11. Г4 ->то двухпараметрическое семейство двумерных п юс - 
костей Г’ в R* с тремя фокуса мм, причем касательные плоскости 
к V'4 в точках Т'1 принадлежат R*.

III I'4 — поверхность, несущая комплексную структуру, опре­
деляемую полем аффиноров / на касательном расслоении к V4 и 
полем аффиноров Г н1 нормальном расслоении к V'*, превращаю­
щих касательные плоскости к V’4 в двумерные комплексные 
пространства, а нормальные плоскости в комплексную пря­
мую, причем вторая квадратичная форма поверхности представ­
ляется в виде формы со значения ии в комплексной прямой. V4 
является двумерной комплексной поверхностью в С4 тогда и 
только тогда, когда в структурных уравнениях (6) поверхности 
V4 соблюдаются условия (8).
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