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Рассмотрим следующую смешанную красную задачу:

dir 1 (fir du'

dt dy

ОН*
х£( —1,1),-ос у<«с; ---- =0, «'(0.x, у) £(л, у)Х) (1)

<#х|д,_±1

т>0
Здесь е малый параметр; Ь(х, у), /(л, у. и) — ограниченные по мо
дулю, удовлетворяющие условию Липшица функции. Начальная 
функция к(х, у) предполагается непрерывной всюду, кроме, быть мо
жет. конечного чиста гладких кривых и плоскости (л, у); носитель 
функции й(х,у) обозначим б и будем считать, что (7 непустое мно
жество, совпадающее с замыканием множества своих внутренних то
чек Мы предполагаем, что функция /(х. у, и) при любых х£| 1. 1|. 
у€(—'*).°|о) удовлетворяет следующим условиям: /(х, у, 0)

Л-т, у, 1) -= 0, /(л, у, м)>0 при м£(0. 1) и /(л, у. //)<0 при и£|0, 1|.
Кроме того, предполагается, что

. С/(Х. у, «)с(х, у) ■ 7
du

max и-։/(л, у. и). 
«-о ■

Мы приведем некоторые результаты относительно поведения реше
нии задачи (II при малых ։. Как н следовало ожидать из физичес
ких соображений, функция i/’ft.x, у) при малых ։ близка к ступень
ке-функции, зависящей только от у и принимающей та значения I) 
и 1. С ростом t область (ih где и՝(1, х, у) близка к 1, изменяется и 
решение задачи (1) при малых • носит характер волны. Наша зада
ча тесни связана с работой ('), где рассматривается задача о рас
пространении концентрационной волны с такой же нелинейностью, 
как у нас, когда случайное движение—обычная шффузня. В нашем 
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случае соответствующий случайный процесс по оси у имеет конем- 
ную Скорость и носит характер броуновского движения с инерцией

(.начала рассмотрим случай Ь(х, у) = Ь(х), /(х, у. и) /(и>,
I

6 аир^рг.у) (у 0|. Обозначим Ь 1 р(х)</х. Для любого

* ви«г*') определим /('з> как наименьшее собственное значение 
краевой задачи

— и'(х) 3(д(х)-й)//(х) /(3)//(х), х((-1, I).

(3)
«'(!)-и'(-|) О-

Нетрудно показать, что функция /(£) выпукла вниз. Обозначим /.(։) 
феобразованне Лежандра от /(?):/.(։) sup (։?—/(>)).

Теорема I. Пусть Ь(х, у) Ь(х), /(х, у. и) f(u), G |y<OJ.

Обозначай ։ единственный положительный корень уравнении

■(’) /40). ։ — b Тогда

lira u'(t, х, у( 
• то

• прн у<։*>
0 при y^>t*t

Для доказательства теоремы I введем в рассмотрение 
Пиффузиоииый процесс (х'(, у}) в полосе |х|<|. —ао<^у<-*-. которын 

кнутри этой полосы справляется оператором £' —— Ь(х, у) —•
2։ дх* ду

I при х I претерпевает отражение по нормали к границе 11։ 
Ьормулы Каца Фейнмана (’) следует, что решение задачи (!). ес- 
1н оно существует, удовлетворяет уравнению 

!
и'П. X, У) = AG. ,,<(х;. Урехр ■- | г. у;)М$ ։4)

де г(м) </->/(«), Л/, магматическое ожидание в предположении, 
!то *0 х> У0 У- Если с(и) удовлетворяет условию Липшица, то 
егко доказать, что существует единственное решение уравнения (4|. 
оторое естественно считать обобщенным решением задачи (I). Если 
анные задачи достаточно гладкие, то нетрудно доказать, что это 
обобщенное решение будет классическим.

Так как по условию с - /<(0)>«-,/(«). то и:։ (4) вытекает нера- 
|енство

(<«•(/, х. уКЛ4..,дг(.Г„ y*,)«fT. (г>)

(алее, применяя результаты работ (“). получим, чти
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11П1 ։ 1п.И, —1|»/’ |Ьк/х

♦е< « со »-

Нижняя грань в праной части равенства (6). как лег ко видеть, дос*

тнгаетси при ?։ —. Отсюда следует, что Л1,.,£(/,) при а .0 лога

рифмически эквивалентно охр — — /.( | Из (5) и (61 заключаем,

что при малых »>0

0< и'(Л х. у) С охр

и. следовательно, Нт «•(/. х. у) 0. если /.( — 4֊ Л )?><?. Так как £(։) 
..о \ / / |

возрастающая функция, то последнее неравенство выполняется только

при ->։ — А, где «—положительный корень уравнения /-(»)

с /’(0). Таким образом, если у>։*/, то Нт и‘(1. х, у) 0 
«.о

Поясним теперь, как доказывается, что Нт м'(/, лг, у) 1 при 
> I»

>’<։•/. Это доказательство аналогично доказательству теоремы 1 из 
(։). Из оценки (6). с учетом того, что и1—0 при у>։*Л можно вы
вести, что для любого ’Г>0 найдется столь малое Л>0, что

Нт »1п «'(Л л, («*4-Л)0>— *»• (7)
• |0

Далее, используя строго марковское свойство .теплоного* процесса 
(/ — 5. л՛;. у * > можно для любого марковского момента т" запи
сать соотношение

Выбирая в этом соотношении в качестве т* первый момент достиже
ния процессом г\ множества / 0 или множества |(т, г, у): и։(з,.с.у)
>!—«}. С учетом оценки (7) н того, что с(и»с.>0 при м£|<(, I— »|. 
нетрудно доказать, что Нт м'(7. х, у) 1 при у<«*Л 

• »о
Замечание. Нетрудно освободиться от предположения о том, 

что () |у<0|. Если /((х, у)—произвольная неотрицательная непре

рывная функция, то положим О 'у: к(х, у£>0 при каком-нибудь 

х£( 1.1)}. Если 6 {У<^а<^о^}, то утверждение теоремы сохраняет
ся без существенных изменений — фронт волны будет передвигаться 

• •
со скоростью в* в— Ь, Если множество С/ состоит из ограниченных 
интервалов, то нужны небольшие уточнении. А именно все правые 

концы компонент множества С будут двигаться со скоростью «• : 
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»—b. Левые концы будут двигаться со скоростью — t — b. В
частности, если b О. то полосы, из которых u'(t х, у) близко к 1. 
будут расшириться со временем я обе стороны со скоростью, по аб

солютной величине рлнной ։. Если 6 0, но |Л|<։, то #ти полисы то- 
же будут со временем расширяться в обе стороны, но с различными 
՛ коростами.

Теперь мы рассмотрим случай неоднородных по у ко^ффицнен 
tub. Здесь Скорость распространения фронта уже меняется от точки 
к точке и возможны некоторые новые эффекты, такие, как, напри
мер, зажигание новых индуцированных центров (•). Для краткости 
будем считать, что начальная функция зависит только от у: к g(y) 

1
и что б(у) - b(x,y)dx О при всех у.

Пусть • /(у. наибольшее собственное значение за дачи

уц'(л) ?Ь(х, у)н(х) »(у. З)и(л), л€(— 1.1), и (I) - я'( 1) О.

Uecb К(_eo.nw> и yG параметры Обозначим /.(у. ։) —пре
образование Лежандра функции /(у. » по {։. Вестей и рассмотрение 
функционал

АМ?) “ i ?«)|<fc.

Этой формулой определим функционал для абсолютно непре
рывных функций ?„ з£|0. И; для остальных непрерывных f„ а£|0./| 
положим А6><(?) ”*֊ Функционал Р>(?) полунепрерывен сверху
Функцию , у) определим равенством

Vu(t, у) • sup j/?«(?)։ ?« У. У|€^|,

где О |у։«(у)>0|.
Теорема 2. Пусть /(х, у, и) /(у, «), А’ Г(у). *(у) ° 

Предположи*, что для любой точки (/.у) такой, что V

Vu(t,y) >up{/M?): ?№«, ?, У.
?•)<<> при s€(°. 'Н-

Тогда Hni a'(t, л, у) О. ec.iu I'<></. у)<0 llm u‘(t, х. у) I, если 
• 1о

у)».
Таким образом, уравнение W. у) 0 задает фронт волны в мо

мент /; зкетремали функционала I играют роль лучей.
Токазательство этой теоремы близко к доказательству теоремы 

1. Как следует из (м),

Ilmiln.M.exp| <-(у:И« ! V0(f,y).
• Л I • .՛



Пользуясь этим соотношением, доказательство теоремы 2 можно 
провести аналогично тому, как доказывается теорема I из (։).

Теперь обратимся к случаю, когда нелпнеЛныЛ член зависит от 
быстрой переменной х. Будем для кртткости считать, что от у коэф
фициенты не зависят и О = {у<4)|.

Т е о р е м а 3. Предполо.зк и к. что Ь Ь[х). /(х, у, н) у(х, и), 
О |У<СЛ>1- Пусть >(5։. 3,1. (3։. 3,£(—<ъл-ч>)), паи ченыиее собствен
ное значение .задачи

^-«’и)4-(Р։^(х)+М^)Мл) Ц?։. *»)«. г€( 1.1)

и'(-1) м'(1) О,

/.(։,. 7,)— преобразование Лежандра функции Х(3|։ 3,). Обозначим 
7 единственный положительный корень уравнении 5Сир[с Л(։,с)| 
= 0. Тогда

Пти*(Л У) =
1 при у<։ /, 
0 при у ։*/.

Доказательство этой теоремы проводится по тому же пла
ну, что и доказательство теоремы 1. Следует только воспользоваться 
тем, что при а । 0

/ I

1п м, ,£(х;. у'()е. о 4 ~ — 5ор — I /.(?'. ®’:

: Ф1. ?• у, ?',<0, То 0|-

Эта эквивалентность вытекает из ((э), (4), гл. 7).
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