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МАТЕМАТИКА

А К) ЦЫхвсрдяи

К теоремам А. Л. Шагнняна о предельном убывании мероморфных 
функций

(Пре ктаи.н-по академиком \Н Армянской ССР С II Мсрп ляном 21/11 19в0|

В (’ ’) академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагиняном был 
поставлен н систематически исследовался следующий общий вопрос, в 
идейном отношении примыкающий к принципу Фрагмена—Линделёфа 
(* ’): как сильно может убывать вдоль заданного множества Е, сгу
щающегося к границе области мероморфная в этой
области функции /, имеющая заданный рост неванлннновской харак
теристики Tf(r). В (•) этот вопрос рассматривался для функций, ме
роморфных в единичном круге D. здесь дополняются результаты из 
<•» и приводятся соответствующие предложения для случая конечной 
комплексной плоскости С.

Введем необходимые определения. Для мероморфной в С 
функции*  / через '-*/  сбозначим класс всех монотонных функции 
•"(г»Л, <•( по)=0, определенных на (1. -к»), таких, что

Пт •’(г> Т,(г) = з ,<ао, 1 »(Г,|)<оо;
•< '<

для мероморфной в I) функции / -/ означает класс всех монотонных 
*»(г)>0, «>(1-0) 0. определенных на (0, I). таких, что

Пт «>(г) — — »з.<оо, ‘ч(Г«1)<Сос՛
г -I « 1 —Г

Если 0<j 1 есть невозрастающая функции, заданная на (1,4 <чз) (ня 
(0, I)), такая, что

Везде дальше предполагается, чти / не яоляется рациональной функцией (и к 
частности, если это не оговорено, / const.); если | /1<I н D, ти полагаем Г/(г) J 
лля 0<><1, Zf отнимает последовательность всея нулей /; t>0, *>1.  0<н<1 кал- 
лый pl । есть произвольные фиксированные числа.
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о

то ('(»')(| -г)(7'/(г 0(1 -г)) Конечную впол
не аддитивную функцию множества |« 0, определенную на борелев- 
скнх подмножествах С. называем распределением массы в с С. если 
зпррСОС.е и р(е)=1. Для ядер

/(z, Д = 11 -гД| (г. tfC. 0), «(?. Д = |z-’.| || -г՜:; (г, D)

рассмотрим потенциалы распределений массы в компакте е

( log т-Ц֊4«(Д. u?'(z) = I log—1_-</.|(Д
J /։«, .) J А(г. О
Г г

и так же как и для логарифмического потенциала введем постояв 
иые Робэна

№'(е} - Inf sup = Inf sup и1'1 (:)
p u if*՝'

и соответствующие емкости компактных множеств:
capl (?) — exp | — /?* h(e)| (eZC, 0$e). caph(el — exp —/?’"(<’)! (e D). 

Относительно caph cm, (’”); емкость capl тесно связана с функцией 
Грина (см замечание 1) и имеет сходство с caph обе эти величины

1 и обращаются в О одновременно с логарифмической емкостью 
сар(е). Для 0<р<Ч С.-,. есть эвклидовый круг с центром О z(C 
радиуса р|г|, 1): . = |’,(D : h(z, Д^р} есть гиперболический круг с 
центром z£D радиуса р и справедливы равенства capl (С, ) &
= caph(/J. ). Скажем, что множество из С (из I)} имеет конечный 
обзор, если его можно покрыть системой кругов (С.-л-я}’., 
так. что ряд, составленный из чисел ря, 4=1,2,..., сходится. Пред
полагается, что непустое £СС (£ О) лежит вне некоторой окрест
ности точки z О, имеет точки, сходящиеся к "v ОС (к oD>, и 
каждая порция Е есть компакт. Введем такие определения диаметров 
если ?СС расположено н углу раствора с вершиной в г = 0, то 
Jl(’(e) = Inf ;р : ecG. . z£C} (и в остальных случаях полагаем </">(?) = 
= I); если ?СР, то d՝*>(e)  = sup |Л(т. Д : z. ',£?}; множество e D нс 
ограничено, если </’*•(?)  — I; h(z. е) = Ini {А(г. Д : .£?|. Для краткости 
формулировок условимся: >•»(*,  г) = ™(kr), «цб, г) = w(r-j-S(l г)), е՝— 
= ||г|:г£е}. е. \ela,f! ՝. z^e}. для функции g, заданной на е, = 
=»sup ||g(z)|: *€*}.

Теорема I. Дли каэкаой мероморфной, ч С функции f и 
проимольного существует множество Е. » со следующими 
свойствами.՝

I.  является обьеоинением компактов L„Q.C (л>> I) таких, 
что для некоторого п^\ и всех п^п0

*

См. также (’■•) в соотношение (I) и (•)
267



</ l։tL «)<const<l. V ilogcapl(/J

2. Кажаое 1„ состоит и » конечного числа континуумов С„
1 ։-^р„, таких, что существуют точки '.„.<£/՛.„, так, что

1 S «*<М><  • >11-1

3. Для некоторой не
i = < .*>0  и всех г£С;Е..л

зависящей от z конечной 
вы полнено неравенство

постоянной

|/(г)]>ехр | -<• «•(*,  |г|) .

Утверждение останется в силе, если заменить С на D. I ни Л, 
k на Ь. • .J. “ I

Каждое множество из С((|г|<1) (из D\. которое может быть 
покрыто системой компактов /.,, удовлетворяющих (2) (в случае 
D (2) с заменой / на Л), называем /.-множеством Неограниченный 
континуум из С (или из D) не является /.-множеством Используя 
оценку А. Картава зля модуля пзлинома (‘), нетрудно показать, что 
каждое /.-множество имеет конечный обзор; если ։. 3 const, £>1. 
0с^я<?2”. то множества

и Л֊*  («>!), и Л-» ((<։<!»
л-5 л-3

имеют конечный обзор, но не являются /.-множествами. Продолжая 
и'следования У. Хеймана (։։), И. В. Ушакова получила (;*)  оценки 
снизу р.зностн субгармонических функций вне множеств с конечным 
обзором; оценки дли модуля мероморфных функций см. (4,։։). Можно 
утверждать, что для случая мероморфных функций теорема I значи
тельно точнее соответствующих результатов из (:։). Следствие 1 
можно рассматривать как распространение одной из первоначальных 
теорем Л. .1. Шагиияна (').

Следствие I. Пусть Е С есть произвольный континуум с 
предельной точкой на '.С Если иля меронорфной в С функции / 
и некоторого выполнено

lim »••(*.  И) log |/(z)| = —v, 
г

то f О. Утьер ус йение останется ь 
k на 9.

Длн ме|м»чорфной н С пли D /

Не обммгрлык! сосгоицих и« конечною

силе, если вменить С на D,

(и заданного k или б) опреде-

ЧИСЛЯ КОМТНН) уи<»^«
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лим функции» //. наподобие обобщенной индикатрисы Фраг мена 
/I ин делефа для целой функции (•■* *)•:  »слн •»< '2f, го

I
• Нетрудно n< Kauth» что если — ест», целая фъикцнк конемного нередка, то 

им нее можно подобрал, уточненный норадок <»(Н f ’r> ТаК» чт<> ЛЛ11 ит<ото|юго 
<и 2/ функции -///.«.(у) кратна обобщенной (относительно ннтнкатрнсе /Л (у)

/I, (?) — lim « (*.  г)1'»«|/(ге )|; //, ,(?) = Urn »(б, r)log |/<ге' »|. 
Г • * Г .10

В случае круга I) теорему 2 можно рассматривать как граничную 
теорему единственности (ср. (”), тсор. 3).

еоремн 2. Для каждой иероморфной в С
ции f и произвольного ‘«С1-; выполнено равенство

(и.in в D) функ-

сар(’<р(|О, 2֊| : Н, (?) = -х.}) О.

Теорема 3 характеризует допустимый асимптотический рост не
тождественной функции на исключительном множестве / *;  в фор
мулировке теоремы щя случая С величины сер! (Е /.,) н (3) можно 
также заменить на сар((/՜ / „),) (л>л0). если только эти числа от
личны от нуля.

Теорема 3. Пусть для мероморфной в С функции j после
довательность iLy бесконечна и Е. .*  есть иножестко, определенное 
в теореме I. Если Е^Е...ь и каждая порция Е имеет положи
тельную емкость, то с пр нивольными Z„^.Ln и V ՛՛••£-/ выпол
няется условие

Я • Яц

log՜!/teat, 
log са pl (Л /..)

(3)

Утверждение останется в силе, если заменить С на I). / ни h. 
k на б.

Теорема 4 усиливает теорему единственности Бляшке. Уточне
ние внутренних теорем единственности см. (’*):  ср. также (”), теор 
3, (').

I Теорема 4. Пусть счетное ECZ.D не имеет предельных то
чек в D и

v (1_|Z|| = ^_
Zlf

Если для мера морфной к D функции / с Т дг) - 0(1) (г -I О) и 
всех z£E выполнено неравенство

|/(г)|<ечр
/?(з) ( clog 1 h{z. Е •*)

К/е г>0 есть произвол мня К( печная not точнпач.

Um то f О.
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Теорема 5 есть общее предложение типа теорем А .1, Шагиняна 
(’I относительно поведения мероморфных функций вдоль заданного 
/ ('на применима к достаточно широкому класс) множеств положи*  
тельной емкости это можно показать, пользуясь одной леммой О. 
Фростмана (։о).

• Е«и функции 0< \(г i I непрерывна на (0.1 J и 0, m Л‘(*) означает
Л меру Хаусдорфа ограниченного е<~С. говорим, что имеет размерность (ио
Хаусдорфу) <ж, ес.ш для числа 0<«<с2 и yrtZE Л’(г)^<ю, где Л։(г) г».

Теорема 5. Если для некоторого распределения ц массы в 
Е С с прошло. 1ьны м достаточно малы ч 0<р<1 выполнено условие

(4)

то оля каждой чероморфной в С функции / и

(*.  |-[Mog I /(z)| ‘Ju(2)<eu (5)

Требование (4) не может быть опущено без нарушения справедли
вости (51. Утверждение останется в силе, если заменить С на 
D. С на Г), I на h, k на 9.

Приведем одно метрическое*  следствие из теоремы 5, основы
ваясь на следующем (։о֊м): мера Хаусдорфа А*  определяет некоторую 
внешнюю меру Каратеодори для ограниченных е С и тогда соглас
но теореме С. Сакса А*  есть вполне аддитивная функция множества 
на ограниченных борелевских подмножествах С; выбирая в (4) в ка
честве р меру, абсолютно непрерывную относительно А*.  получим 
следствие 2. Присутствие / в (7) характеризует .протяженность*  Е. 
а (6) при s 1 является условием, по своему значению сходным с 
требованием А. .1. Шагиняна (։), чтобы Е располагалось на спрям
ляемой кривой. Когда 5=2, (6) выполнено и становится излишним; 
при 5— 1, 2 следствие 2 близко подходит к теоремам Л. Л. 
Шагиняна (’).

Следствие 2. Пусть Е С имеет размерность S н

С w-ajceog <<*•  (6)

о

Если />0 есть произвольная функция, заданная на Е, такая, что

>(z)rf\;(z)<^, /(z) O(|z| ֊) (z -<С).

то оля каждой чероморфной в С функции / и \
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|z|)log |/(r)|֊։rf \ (г)<<х

Утверждение останется в ni.ii՛, если тменить С ни [), к на О и 
в (6). (7.2) |г| на |-|г|.

. 1емма Л. Пуанкаре (։'1 утверждает, что для произвольной 
функции >(х)>0, Л(( х.. ֊։ х.), которая может неограниченно приб
лижаться к 0 лишь и точках • х, существует целая функция / О 
такая, что |/(х)| = ()( у(х)), |х| — ; в (’•) доказана теорема, близ
кая к гиперболическому вариант) этой леммы. Хаждый раз, когда 
для / будет указан вид функции из *-/  (например, (I)). теорема Ь 
даст достаточно точную оценку роста ГДг) через •>.

Теорема Г». /7уг/ль Е С (ЕсО) имеет предельные точки ни 
•>С (ни '-О) и невозрастающая функция 0<Х 1 такова. что

Если мероморфная в С (в D) f такова, что для заданной на 
(1,-|-ои) (на (О, 1)J функции у О выполнено |/(г)|<>(|г|), с»-/.', то
Via>£S2 f

С u»(k, г) log — dr<>*j  I i — Г*-  «м(9, г) log —— dr <зо Y (8) 
.1 г ин ։-/• ИН /
F*  F.՝

Из теоремы 1 вытекает также следующее (в условиях теоремы 6): 
существует /.-множество ГТ(1, f-x) (A'Z(O, 1)) так, что при 
ьА*  F, г---{ оо (г-»-1—0) выполнено

u«(/f, г) log 1 ,?(/*)  =0(1) («•($, г) logl/4(r) = 0(11). (9)

Пели для заданной f выбрать Л = |г:|/(г)| 1 — Ini{| Л՜.))՜1 . то н< 
Г Kl-ui
(К), (9) можно сразу получить утверждения о взаимном росте 
4lz(r)( = supi|/(re<»)|) и ТдЛг) для мероморфной функции (см. (*)).  

Например, из (К) вытекает, что для каждой /. мероморфиой н С, и 
произвольного *,  удовлетворяющего (I),

Г '■*(  г) log .МДг)
.1 г Tf(kr)

dr О».

что несколько отличается от теоремы Р. Певанлиппы ("I:

I (гТ/М) 1 рокМД/М/-ОН1). г->+оо.

I
I Замечание I. Пусть с- есть срязнан компонента содержа*
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т.п । точкх г —'■ч.. ДДс) функция Грина области г. с полюсом к 
г —-х.: можно покачать, что если для компакта с 0£е.. то сарЬб) 
֊ с\р ;—ддоН Приведем сл ՝ ду ющне равенства: если <>( Д есть прн- 
мол.п<сАннП отрезок с концами г,. г։(С. , есть туга окружности с 
центром в с 0 раствора о, 0<^т^2", то

сар! (А) = сар! (?) 81о — (тля г О » />0).

3 и м е ч а н и е 2. В п 3 теоремы 
честве постоянной С можно выбрать

(для плоскости и круга) в ка-

г„..1+» = 40(з. •) А_ 1ог^ = с.. ». 
О 6

Замечание 3. Пусть /есть целая функции конечного поряд- 
ка. г(г)—ее уточненный порядок; если / такова, что (т>(г))~։£12^. то 
в следствии 1 указана точная предельная скорость убывания. Это 
м )жно заметить из теоремы Суньера-и-Бал згера (см. (*•).  стр. 34): 
если Е С есть неограниченная жорданона кривая и для целой /(г) 
конечного порядка выполнено

(р(к|>) 11о" /(г)|<; с/. г£Е.

то о есть дефектное значение гля /. Например, если / есть произ
ведение Всйерштрасса порядка и // принадлежит классу
сходимости, то нетрудно видеть, что (г(г)) 1 =

Научно-исслсдовательскнА институт 
фишки конденсированных сред 
Ереванского государственного университета

и Вт.

И. I,. Г/шН|)С|шЬ|| ркпг 1м1Г1Ь 1*|1  «| й ш Яш 1ЛШ 1| Ш Г։ Г| Ь Г

|(Ьг(н/пГ^ П I Г» 1| <| || ш Г։ Ь г |> ишБ4шГ|Ш ф Г, Гц|ш<|Ь|П1 Бш|(шг

Л и/рт \ии1р1<и и ( ш 44 44 /X. /։. ЛмАДЪI/п ч-'Ьч (’ ’)

1ци1шд тЬ (ч/( (^И(ч1^11п (*  т НШ 1Г11И1ч11р1Н ррнЬр) *Ь /»у 14 у

ЕЛ г^л 4 6 : |г|</?<<*-  III ^рги ^РIII 1л 1Ч*Ъ^  1р»ил1»р 4» И/иЬи 1^/1111

*п1'Г "*  (^19 I Ь р К =: "х., ։ г,( ] — )/

1(41(4/^14 л/ /։ . П(1(>ш'11 илршлф 1цирГ11( «/г*1/гЛ5г«13^  Ь <!г ш •

1п,1 г1Гп 0**М«/  Ь ргиГ п/1^1 I С<Н1>1. /л,

//(Г) ршр4/1(111 иг1՛ * 14 *11^( р 41 (р ^Ц/в !ч Ш 4(1/4

*/ рги! 11(1^1 / ՝ Ь / 12^ { I»» | 1((1Ч11(Ш,Ь

и чЪп/чпЪ ^нЛ/|^։иЛ/у|^ прпУвч 1/^111(1111 1( ч^ч/ии/ чл л/ I /-р
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