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О верхних оценках прогибов и напряжении 
пластин

(I)рслстявлеко академиком АН Армянской ССР С А

упруго-пластических

Амбарцумяном 4 I 1980}

Предлагается способ определения верхних оценок для макси маль
мах прогибов и напряжений упруго-пластических пластин, основанный 
1а использовании упругих решений соответствующих краевых задач. 
На основе этих оценок получается единая нижняя оценка для несущей 
способности произвольных идеально-пластических пластин. Приводят
ся примеры сравнения с точными решениями.

1. Используя соотношения между изгибающими моментами Л/։, 
Л1։. Л1„ и кривизнами срединной плоскости пластинки «։, «1։ в
рамках поперечного изгиба (1). можно записать

т. Д(1-2К И ֊֊—, <1П

г хе I)—цилиндрическая жесткость, Л — толщина, Е— модуль Юнга. 
' — коэффициент Пуассона материала пластинки, пц и х։ аналоги ин
тенсивностей напряжений и деформаций:

VI, 1 М* - Мги։ + М} 4- ЗЛ1’., (1.2)

В случае линейного упрочнения

27е.:
16Й*Х/

(1.3)
О,

ж

где * параметр упрочнения, х,—значение интенсивности кривили, 
после достижения которого появляются остаточные деформации. На 
рис. I изображен график зависимости (1.1). В пределах упругости 
(*/ х») этот график является прямой линией с угловым коэффициен
том 1), Моменту появления первых пластических деформаций а се
чении соответствуют значения ш* и которые служат аналогами
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пре хелов упругости з. и С развитием областей пластических ле- 
формаций график отклоняется от прямой линии, непрерывно
наклоняясь в сторону оси «ь График имеет асимптоту с угловым 
коэффициентом (1—/)О. При идеально пластическом материале > I 
и асимптота становится параллельной оси к(. Предельное значение 
интенсивности моментов тпр, которое характеризует несущую способ
ность сечения, оказывается в полтора раза больше предела упругос
ти т,.

Рис I Зависимость между интенсивностя
ми моментов и крипчзн сечения пластинки

Упруго-пластнческн изгибаемую пластинку можно рассмотреть 
как пластинку, изготовленную из некоторого приведенного материа
ла с неоднородным модулем £пр. Соответствующую жесткость .9мр 
можно представить в виде

За пределом упругости с возрастанием интенсивности кривизн х/ 
жесткость приведенной упругой пластинки монотонно убывает. 
Наименьшее значение /)""" получается в том сечении, где прини
мает наибольшее значение, т. е. ՛ Ч

Так как

£^'">0(1-/).

то, полагая

(1.5)

(1.6)

(1.7)
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и рения задачу упругого изгиба рассмотренной пластинки при ла
танных нагрузках и граничных условиях, получим завышенные зна
чения для прогибов. Максимальные значения интенсивности кривизн 
пластинки обозначим через х,тах(()). Соответствующее значение интен
сивности моментов /Я|ПМ1(0), подсчитанное по действительной зави
симости (1.1), будет превышать действительное максимальное значе
ние /Поп1(. Таким образом получены верхние оценки для интенсив
ностей кривизн, моментов и нижняя оценка для приведенной жест
кости:

(0)>х/, т,т„ (0)>т . /■)’рП(г0</>пр. (1.Я)

Эти оценки очень грубы и не могут представлять практический ин
терес. Принимая их в качества нулевого, последующие приближения
построим по рекуррентным формулам

т»1т.. (И Н

*/<П*Ж (И —- 1)

1) И
9*.

4Лх/тм(П“- 1)
27е*

16Л*х’ат(л — I)

(1.9)
где Х|ви(л 1) получается решением упругой задачи при Опр-.-. 
/>^"’(л -1). Смысл этого рекуррентного процесса наглядно можно 
представить графически (рис. 2). На оси л цифрами 0. 1. 2..........
обозначены значения соответствующих приближений максимальной 
интенсивности кривизн х/т։, (т/1. Причем нулевое приближение х<п««» ('-*> 
получается из упругого решения, когда связь между пц и дается 
линией СО, параллельной асимптоте 1.Ы (/Лч.((>) £>(1 ')) Имея ну-

Рис. 2. Определение приьеденноЛ жест
кое гн сечения пластинки 

• 
левое приближение по действительной диаграмме (кривая СЛ/?). 
можно определить нулевое приближение максимальной интенсивности
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моментов /м,™», ։0)—отрезок Ов։. Соединяя точку Л, с началом ко
ординат С. находим первое приближение приведенной жесткости 
/Г”"(1) ОВХСО. Далее, решая упругую задачу по диаграмме СВХ. 
определяем первое приближение максимальной интенсивности кри
визн 1). Оно изображено цифрой 1 на оси Первое прибли
жение Мгт«х(1) получается путем пересечения с действительной та- 
граммой САВ линии \В։, параллельной оси т1. Аналогично строятся 
и последующие приближения Так как последовательность минималь
ных жесткостей ) монотонно растет и ограничена сверху зна
чением действительной цилиндрической жесткости пластинки Л. то 
она сходится. Пре юльное течение От1п('х>) />* характеризуется 
тем, что для него значения максимальной интенсивности моментов 

(-ч.) /п‘, подсчитанные по приведенной диаграмме СВ- и по 
действительной диаграмме САВ, совпадают. На основе этого О* 
можно определить непосредственно, не связываясь с описанным вы
ше процессом последовательных приближений. Пусть решена задача 
упругого изгиба пластинки. Определяется максимальная интенсив
ность кривизн как функция от неизвестной жесткости х/т։։(О։). При
равнивая значения интенсивности моментов, подсчитанные для (О‘) 
по соотношению упругой пластинки с жесткостью О* и по соотно
шению реальной упруго-пластической пластинки (1.1), получим:

(7У)
27>] )

16ЛЧ’т„(О’) 1՜
(МО)

Это и есть уравнение для определения О*. Максимальные значения 
прогибов и напряжении упругой пластинки с однородной жесткостью 
7)՝ будут служить в качестве верхних оценок для действительных 
значений соответствующих величин реальной упруго-пластическон 
пластинки.

По мере возрастания неоднородности напряженно-деформирован
ного состояния и возрастания пластических свойств материала расхож- 
гения между оценками и действительными значениями будут увели
чиваться.

Важно заметить, что с ростом пластических деформаций материал 
приближается к несжимаемому и его коэффициент поперечной дефор
мации стремится к половине. Предлагаемые оценки получены в пред
положении о неизменности коэффициента Пуассона. Это приводит к
искусственному уменьшению жесткости пластинки, а следовательно и
к завышению де рманнй. Оценки от этого становятся несколько гру
быми.

Так как в теории поперечного изгиба однородных пластин как 
изгибающие моменты, так и их интенсивность т, не зависят от жест
кости пластинки, то нижнюю оценку минимальной жесткости 7)' 
можно определить и следующим простым образом. Из упругого ре
шения за,гачи определяется максимальное значение интенсивности 
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моментом это значение откладывается вдоль оси т, и прово- 
1ИТС1 линия, параллельная оси х։, до пересечения с действительной 

диаграммой упруго-пластической пластинки в точке .4 (рис. 1). 
Угловой коэффициент линии ОД будет равняться искомому значе
нию нижней оценки минимальной жесткости О*.

Гот факт, что для однородных упругих пластин интенсивность 
изгибающих моментов прямо пропорциональна параметру нагрузки </ 
показывает, что несущая способность произвольной идеально-пласти
ческой пластинки ограничена снизу единым неравенством

(1.Н)

где то значение параметра нагрузки, при котором в какой-то точ
ке (или точках) пластинки впервые достигается предел упругости 
материала. Например, и случае круглой защемленной но контуру 
пластинки, нагруженной равномерно распределенной нагрузкой, 
<7п₽ 1,828(7, (*> •’ нижняя оценка несущей способности (1.11) отли
чается от точной не более чем на 18 %.

2. Рассмотрим задачу определения верхней оценки для макси 
мального прогиба шарнирно-опертой по контуру круглой пластинки, 
изгибаемой под действием равномерно распределенной нагрузки. В 
• лучве значения параметра упрочнения > 0,95 и несжимаемости ма
териала уравнение (1.10) принимает вид:

Р*
/)

*7) -Ч< 3.429
(2 1)

0.05+4,886— 19.144֊
Ч Ч

Ч

В нижеприведенной таблице представлены результаты некоторых 
расчетов, выполненных с помощью (2.1)- В последней строке приве
зены отношения верхних оценок а՛՜4* максимальных прогибов упру
го-пластической пластинки к максимальным прогибах! упругой плас
тинки

9 3-429 4 5 6 7 8

о- о 1 ՝ и. 972 0-874 0.776 0.692 0.623

- — ֊ - 1
«•« О9

1 1,029 Ы44 1.289 1.11 Ь604

Из точного решения задачи упруго-пластического изгиба, ког
да в центре пластинки пластическая зона деформаций юстнгает по
ловины толщины, имеем I (’). стр. 222)

а 5 *-*!_ ֊’" » 1,126. (2 2)
4 ’ а- 0,286
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3 данном случае верхняя оценка максимального прогиба а,<ш !.1вН 
отличается от точного значения (2.2) менее чем на 1.6 %.

Институт механики
Академии наук Армянской ССР
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Աոսւօր|1 ւ-ււ|(սւսւյփկւսկսւն ոայերի նկւ|ած քների և յարում ների
ւ|երին «յնանատսւկանների մասին

ելով աոաձւքակա1 սալերի ծռման խն դիրների հայտնի լուծ ու մների 
•//•ա, առաջարկվում է աոաձդա֊ պլաստիկական սալերի ճկվածների ե լարում֊ 
ների վերին սահմանների որոշման եղանակ: Սալի հաստությամր լարվածա֊ 
դեիորմացիոն վիճակի անհամաԱե Ո ութ րււՆՒ.1 աղատվելու նպատակով նախ ֊ 
օրոր մտցվում են ծոող մ ոմ են տների և կորությունների ինտենս Ւ^ո,^ք ու ն֊ 
ների ղաղափարր, որոնք հանդիսանում են շոշափող լարումների և սահքի
դեֆորմ ա ցիան երի ին տ են սի վ ո ւթ յո ւնն ե րի աեւսլո դներրւ 

Պարզության համար վերին դն տ հ ա սւ ա կ անն ե րի որոշման աոաքարկվող
եղան Ш կր ցուցադրվում ք դծայնորեն ամրապնդվող 
սալերի համար: Ստացված դե ահ ատ ակ անների հիման նյութից պատրաստված 

վրա իդեալական պլաս֊
տիկական սալերի կրող ուն ա կու թ յան համար աոաքարկվում ( միա սն ա կան 
ներքին սահման Դիտարկվում ք մաքսիմալ ճկվածրների ճշդրիտ արմերներր 
վերին ղնա հատականների հետ համեմատելու կոնկրետ օրինակէ
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