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МАТЕМАТИКА

Л 3 Геворкян

Функциональная модель для некоторого класса несамосопряженных 
операторов

(Представлено чл корр ЛИ Армянской ССР Р А. Александрином 29/1 19Н0)

Пусть Н— гильбертово пространство, Л—ограниченный оператор 
в Н. Н\Н) — алгебре всех ограниченных операторов в /У. А —равно
мерно замкнутая подалгебра с единицей алгебры ЩН), порожденная 
оператором .4, н циклический вектор оператора А.

Обозначим через ъ отображение А в //. определяемое форму
лой

р'Я) = «.

Можно доказать, что р является инъективным отображением. 
Обозначим через А/ образ А при отображении р. Алгебраическую 
структуру подалгебры А. при помощи отображения р перенесем в .11. 
т. е. определим произведение двух элементов х. по формуле

х-у = ВС; (х = В;, у = СЕ).

Легко видеть, что действие некоторого оператора />£А на ка
кой-то элемент сводится к умножению элемента Э«, соответ
ствующего и и г.

Отметим, что М инвариантно относительно любого оператора 
О£А.

Введем в Л1 новую норму по формуле 

и = де.
Легко видеть, что это определение, в силу инъективности р, 

корректно. Таким образом, М превращается в коммутативную бана
хову алгебру с единицей, причем роль единицы играет элемент «. 
(Фактически, VI реализует регулярное представление алгебры А (*))-

В силу того, что оператор А обладает циклическим вектором, 
множество Л1 всюду плотно н Н, причем норма | • | мажорирует гиль
бертову норму | • [

и<де-н-и*в*
Отсюда следует включение



м а Н(^ аг.
где Л1*—сопряженное пространство к 51.

Определение. Элемент назынается собственным функ
ционалом оператора Д’ с собственным значением, ранным если 
для всех х^ЛТ

(Ах, фк)=/.(л,
Заметим, что если . £ Н, т. е. непрерывен также относитель

но нормы _ • ', то он просто является собственным вектором операто
ра' Я*.

В дальнейшем мы всегда будем предполагать, что Д|=1.а соб
ственные функционалы нормированы условием (:,».) 1 ((;,<*.) О, 
если <?л <^0).

Основная теорема. Множество собственных функциона
лов оператора Л* и множество линейных мультипликативных 
функионалов над алгеблой Л1 совпадают.

Доказательство этой теоремы опирается на глубокую теорему 
Глисона, Кахана, Желязко (*), характеризующую мультипликативные 
функционалы вал произвольной банаховой алгеброй, а именно:

если такой функционал над банаховой алгеброй Л1, что 
(;,«,)=! и (х, ®,) ֊0 для каждого обратимого элемента х Л1. то 

непрерывен и мультипликативен.
Доказывается, что оператор Л* простой, т. е. каждому значению 

> соответствует только один собственный функционал
■к

Каждому элементу х£М поставим в соответствие функцию х(*)

х(И =(х. ?;).

Можно доказать, что х(/) есть не что иное, как преобразование 
Гельфанда элемента х£ЛГ Предположим теперь, что алгебра А полу- 
простая. Это равносильно тому, что для любого элемента х£.И су
ществует собственный функционал « такой, что (х, <?,) 0. В этом 
случае, как известно, преобразование Гельфанда инъективно.

Обозначим через Л1 образ алгебры М при преобразовании 1 ель- 

фанда. Определим скалярное произведение н .11 по формуле

(х(О, у('))- — (*. У)«-

Опознании через // пополнение Л1 по этому скалярному произведе
нию. Преобразование Гельфанда, определенное лишь на всюду плот
ном множестве 51, продолжается до изометрического оператора 

О: А/ Й, а оператору Я соответствует оператор умножения на не- 
в»

знвисимую переменную в пространстве /У.

11росгранство представления И наряду с обычными функциями
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будет содержать также предельные элементы, которые могут трак
товаться как обобщенные функции. -

Пример I. Пусть А—самосопряженный оператор с простым 
спектром. Как хорошо известно (*), рапномерио замкнутая подалгеб
ра. порож тенная оператором А. изометрически изоморфна алгебре 
всех непрерывных функций на спектре оператора А. Оказывается, 
что соответствующее скалярное произведение можно задать при по
мощи некоторой меры р и пополнение алгебры непрерывных функ
ции пл этой мере является пространством представления. Таким об
разом, мы получаем каноническое представление самосопряженного

Пример 2. Пусть и оператор одностороннего сдвига. В этом 
случае, как доказали Шилдс н Уоллен (*), равномерно замкнутая 

одалгебра, порожденная оператором I/, изометрически изоморфна 
алгебре аналитических в открытом и непрерывных в замкнутом еди
ничном круге функций. Пополнение этол алгебры по соответствую
щему скалярному произведению приводит к классу Харди АЛ.

Вышеприведенные примеры хорошо известны. Следующий при
мер показывает, что описанная выше конструкция является сущест
венным обобщением этих классических результатов.

Пример 3. Пусть А оператор в пространстве /.*(0,1), опре
деляемый формулой ՛ '• I

(А/)(х> = х/(х) ֊■֊ р(0Л.

Собственные функции сопряженного оператора имеют вид

?,(х) = 6(>—А)
где 0(х)—функция Хевисайда.

Эти функции не принадлежат пространству /?(0, I) и должны рас
сматриваться как собственные функционалы.

Обозначим через Н образ пространства А* при отображении

(7.-/МЛ—— ЛГ(|/2) .1 (ж-о1я

Введем в пространстве образов скалярное произведение

САг)*—
Пользуясь теоремой Фубинн, легко можно доказать, что при 

этом оператор А переходит в оператор умножения на независимую 

переменную в пространстве Н.

Ереванский полнге*нн՝1ескин институт 
им. К Маркса
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Լ. Չ. ԴհՎՈՐԴձԱՆ
Urn; ղասի ոչ ին քեահամալոէծ ոպԼրւսսւորնԼրի ֆունկցիոնալ մողԼլբ
Ղիցուր ,\-ն սահմանափակ օպերատ որ Լ ք| հիքրերտյան տ արած ուքէյու - 

նում, օմտված ցիկքիկ վեկտորով և այնպիսին, որ նրա ծնած հավասարաչափ 
փակ Հտնրտհաշիվր կիսապարդ (ւ ՏսԼքՀ Լ տրված, որ այդ դեպքում \-ն կա֊ 
րե/ի 4 ներկայացնեք որպես անկախ փոփոխականով րադմ ա պ ատ կմ ան օպե
րատոր' ընդհանրացված ֆունկցիաներ պարունակող տարածութ աւնում

Այղ տեսանկյունից րննարկվտծ է երկու ղասական օրիեակւ
Քննարկված Լ նաև մեկ օրինակ, որր ցոպց է տաքիս, որ աոտշարկված 

թեորեմր հանցի սանում ( հայտնի արդյունքների Լական ընդհանրացում ւ

Л И 1 Е Р Л Т У P A — H’ Ա Կ Ա b Ո b 3 Ո b Ն
1 Л1 А. Наймарк, Нормированные кольца. «Наука». М . 1968. Рудин, Функ- 

цнонамный анализ, ..Чир*. .М , 1975. » Я. ShiclJs, L Walton. Ind. Univ. Math. J. 
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