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Для любого ^(1<СР<С и и)( —1<СШ Ч обозначим через
И класс целых функций порядка о(1 р<2) и типа □ (0<з< + ,

для которых

4'1
=тах

1«У<*
(О

где соответственно

На основании ряда свойств функций класса анонсирован’
ных в заметке автора (՛). нами установлены приводимые в данной 
заметке интерполяционные теоремы и теоремы о базнсности спе
циальных систем целых функций в указанных классах. Отметим при 
этом, что теоремы о базисах являются по существу дискретными 
аналогами лишь части известных результатов М. М. Джрбашяна в 
построенной им теории гармонического анализа на системах лучей в 
комплексной области (см. (*). гл, IV).

I. Рассмотрим функцию

5’ (г; = £ (й; и)-£,(—/г; р), (3)
где р 1, •> - (—V.

целая функция типа Миттаг-.Леффлера порядка о и типа 1 при лю- 
бом П. > I

Нетрудно показать, что функция З'Дг; «И допускает и предстаи- 
ленне
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S (z;i4 2йЛ^( г«; |t +
O')

II поэтому также будет целой, порядка р и типа 1.
Следующие две леммы об асимптотическом поведении функции 

5Дг;|») и ее нулей следуют из соответствующих известных резуль
татов относительно функции £,(?; р) (см. (’), стр. 113—146).

. 1емма I. 1. Пусть р^>| и ։^(я/2р, ко)—любое. Тогда при 
I* -V справедливы следующие асимптотические формулы

а) при argz - 52 ։

5;(Z;p) r 21
’Пр ֊ l/o)

б) при

S(Z; l։) ֊ Р( 1 ------ + о (—
*Пр — 1/р) \|2|։

в) при |argz|-~

*Пр֊1/р)
2. Пусть о I и — l<ji<^2, тогой при х— -v

5, (л՜; р) 2ix՛ ‘cos -М- и/

(5>

(5’)

(6)

<7)

•$,(*; i*)

Лемма 2. Все достаточно большие по модулю нули е» функ
ции 5,(г;р) простые, при этом

I. Если о — 1, то при к • пи

г» е.\р (8)

2. Если р 1 и —1<р<2, то все нули г» функции р) с 
достаточно больший модулем лежат на вещественной оси 
( оо, оо), притом

Асимптотическое поведение производной 5՛ (г; р) функции S (д; ՛<) 
на последовательности ее нулей (гй| дается в следующей лемме

Лемма 3. 1. Если 1<р<2 и р^>0, то
а) при Im г*<0

Ilin ! ( /z*r֊f5,(z»: р) | ; (9')
' I Г(р-1/р)
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6) при 1тс*>0 ‘ Я

Пт ' (։г»р--5 (г*: |*) 1 - “р -. * (9")
•--I ? ' Г(«»—1/р)

2. Если о-1 и — 1<и<2, то

11т{(-*у-|5,'(г»;^)(-1Н- -֊. (10)
-

Из лемм 2 и 3 вытекает “
Следствие. Существуют постоянные С(։.*£Х) и Л'Р(н)>1, 

не алисящие от к, и такие, что 
1) Если 1<^«х^2 и )С>0 И дай

15 (-V. ։01 > СС(И)*'֊> *>^(|*); (11՜)

2) Если о 1 и — 1<ц<2

| > ад*1-՞ к М>(н). (11՞)

Доказательство приводимых ниже теорем существенно опирается 
на эти леммы. ’ г

II. Заметив, что точка г -0 является простым нулем функции 
5Дс:«). обозначим через |'я|.7, '» *я(о. н) последовательность в по
рядке неубывания их модулей - ’.

О =■ * ©<С I * i | v Pi I • • • -С I' <• I ֊ • • • 
с условием, что каждый нуль записывается столько раз, какова его 
кратность. WiMjjll

Из леммы 1 вытекает, что

1) При о 1 и ֊^<н<2 
Р ' I I I

(T-i.)֊։S։(az;!»)€^f>; (12)

2) При р>1 и ]i=»l —1,ф

(z-M֊»Sp(a’"z: 14֊ 1/₽) € (13)

г(г—л»)-‘5Дз’ ’?; 1 + 1 /р)€

Обозначим теперь через //Дз, м\ ՛>! (1*Ср<С՜ р*-. —1<?°<Р D 
множество аналитических в области угла

А(«. »•) г; !ми։-#|<е/2», 0<|г|< • -v|. (1/2<«< ею) 

функций f(z), для которых

def
‘/'•Ц,= 8ир

Имеет место следующая

(14)

200



Георема 1. I. Пусть р^>1 и '/«|- — множество всех нулей 
функции $, (г; I I ♦). /огда для л*>бой функции /(?)£А//,|а, «, г?2|
ООО) 4

1 < АМ1», ₽)!/-#, . (15)

где АГд(в», рЕ>0 ֊֊не зависит от /.
2. Пусть р « 1 и р.»|* — множество всех нулей функции 

$,(г;г) ( 1<р<2». Тогда оля любой функции Г(г) такой, что 
/(г) Г(гЧ-0€/4|1,«,-«/2|,

(15>

где .И,(и>, 1)>0 не зависит от /.
Пользуясь методом, предложенным я ряде работ М. М. 

Джрбашяна (см., например, (’)), приведем далее построение одной 
важной системы функций, ассоциированно!» с функцией 5„(г. •»» и с 
ее нулями.

С этой целью для любого А(0 А</>-) обозначим через х։ I 
кратность появления числа а» на отрезке последовательности 
нулей функции 5;(г;р), через р» —кратность появления числа /.» во 
всей последовательности |ая}“. Очевидно, что >- (<-’•

причем в силу леммы 2 при достаточно большом О 
будем иметь » р» =» 1 (А>Ав).

Обозначн м

_!_ 1.11 
у!

(--
5 (?;р)

и введем в рассмотрение целые функции

5-(г; и) *и;(>»)(г >»)', 1*2*0).

которые, как известно (’). удовлетворяют интерполяционным тайным

2*‘« »‘) = !1։ 4 п (л. *>0). (Iй)
• т (О, А л

Ввиду того, что при А^А0 все нули функции «) простые, 
из (16) и (17) следует, что

$ р) (!■•>

Наконец, введем в рассмотрение последовательность Ф» (г), 
целых функций порядка ?(1 <р<2) и типа з(О<з< ~). положив 
при р ■" I
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Фй ■(-) (О *< ։1‘»)

и пр» ։«2

(o' : l + 1/p).Фо.-(') Ф».Д?) л*'‘2м(3' շ֊ 1 Է.®). (201

Ввиду свойств (12), (13) и формул (20) справедлива

Лемма 4. 1. При —— <и<2 Фа,|(г)€ (*>0).
Р

2. При 1«2 Ф*ДгК
3. При 1^а<2

ф< ♦-«().„) = ( 1 Л=л (*, я^0).
*•* |0 к =#= п

(21)

III. Пусть (с*)“—некоторая последовательность комплексных чи
сел. для которой ряд вида

/(г) ֊ £ г.Ф.Д?) (22)
По

равномерно сходится на любом компакте плоскости г. Тогда сумма 
ряда—/(г) будет целой функцией и. как легко следует из свойства 
(21) системы (Ф»Дг)|, удовлетворяет интерполяционным условиям

/։**֊’>(>.*) с. (0^Л<+-ю). (23)

Для формулировки основных теорем данной заметки нам сле
дует ввести такое определение:

Пусть - 1р ՝ (!</? <4֊оо,— 1<\«»<р—1, 1^><2) 
означает множество последовательностей комплексных чисел |сл|*, 
удовлетворяющих условию

a<i
(24)

Теорема 2. Пусть 1<^р<+яи. 1<С՝"<Р -1 « 1<?<2.
Кроме того положим. что при о 1 в определении (19) параметр 

. ! + 1_Г \ Тогда

1. Для любого элемента ' ряд (22) равномерно с хо
дится на любом компакте, а также пр норче IV7՛; к некоторой 
функции /(г)€и"р , . уоовлетворяющей интерполяционны и условиям 
(23).

2. Справедливы неравенства виОа для норм

(25)

где т^>() и Л1^>0 не зависят от элемента {с*’£Р. 
Справедлива и обратная теорема.
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I еорема 3. При тех же условиях на лее параметры любая 
функция разлагается в интерполяционный ряд вида

м £
*•֊0

(26)

сходящийся к ней ни любом компакте и л метрике !>>•*.
В случае, когда р 2, из наших теорем, н частности, вытекает

Теорема 4. При — 1<р<2 и (когда

р I) система функций |ф( (с)|’ образует базис Рисса в классе
IV. Согласно известной теореме М. М. Джрбашяна (см. (։), 

теорему 6. 13), которая в частном случае * = р 1 сводится к из
вестной теореме Винера — Пэли о целых функциях экспоненциаль
ного типа, класс Н*>. совпадает с множеством функций, предста-

мых в виде

.’I»
/(г) = Е ((:-, ,)?С)|‘:|

_։»й

(27)

где м -—и функция -(-)|з|"5~ ££,( — з’1’, з'1*) — произвольна. 
2р

На основе этого результата следует, во-первых, что существует 
система функций {>»(')Г. -»(')££.՛ ( — з1!-, э։>), бнортогональная с
системой

\Е\՝ь-'>(й~ •)(/')'* * (28)

на ( в։|% з1^), и. во-вторых, что в силу теоремы 4 система функций 
*{?»(*) I* образует базис Росса в£?,_Д—з’1г, а"»).

В силу этого факта и вновь на основе теоремы 4 устанавливается
Теорема 5. 1. Система функций (28) в условиях теоремы 4 

образует базис Рисса в (—з',։. о" ).
2. Если в з’1, з1 )

Лх) £ м (ЛИ- V'*'(£*) ' ՛■ 
«

(29)

где

р(/)<.(/)<// (*^0). (30)

то

Г, л- '/(Д-)'/,<>!т\ / ^Г3Х։/(Х} (311
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В заключение отметим, что в крайнем случае, когда = ч |։ 
>՝• 0 и 5 теорема 3 сводится к известной интерполяционной
теореме Коши Котельникова и система (28) переходит в тригоно
метрическую систему [£'*■' }• . ’Хт лй*!

В заключение приношу глубокую благодарность моему научно
му руководителя։ академику ЛИ Арм. ССР Л1. М. Джрбашяну за 
постановку задач и руководство.
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II Դ. llUMUbUIU

ILdpnqi ֆ ո I ն կ <| ի սւ հ Լ г ի որոշ սիստեմների piu<||iunt |* |ւսե մասին

Նշանակենք Ա ԾՀ - ով Շ( J 1 կս,րդ ե " *4.) տիլդ ո»նե ցաք

рп[пр ամ րողջ ֆւս նԿՒ տների ւրսւ/ր, որոնց համ ար

+ •
I Ր 4 )!{/>

/, max I /(/г >)|”ր dr -*j
I

Հողված ում լուծվում ( մի ին տ եր սլ ո լյա ց ի ա յի խնդիր Ա 1' ղասում, 
ինչսլես նաև այրյ ղասում կառուցվում Լ րաղիս։ 0 ցտվելով այղ արղյունրնե- 
րՒձ» ինշսքես նաև սլ ար ամ ե տ րա կ ան ներկայացման մասին Մ» Մ, ^քրրա^յանի
մի թեորեմից, ցույց Լ արվում, որ ֆունկցիաների Հետևյալ սիստեմր

2P
// իսի րաղիս Հ Լշ ( —Z Հ C* ) տարած nt թ քան Jb^i
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