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1. Пусть Кп есть либо пространство /?" либо пространство С”; 
/7»,я—многообразие всех ориентированных А-мерных плоскостей в 
Л՜"; 5—пространство бесконечно дифференцируемых функций в Л?, 
быстро убывающих вместе с производными до порядка п — I вклю­

чительно. Пусть р£А'՞ и /(•$, а ?(Л) = где Л£//*>(,. В работе
л

(’) П. М. Гельфанд, М. И. Граев поставили новую задачу интеграль­
ной геометрии: восстановить /(<?) по ограничению ?(А) на некотором
подмногообразии размерности п. Такне подмногообразия они 
назвали допустимыми комплексами Там же описаны все допустимые 
комплексы прямых .общего положения* в С". Полное описание допу­
стимых комплексов прямых в Сп дано К. Майусом (*), (■*). В нашей ра­
боте рассматриваются допустимые комплексы (в том же смысле! дву­
мерных плоскостей в /?' и дается их геометрическая классификация.

2. В дальнейшем

/,/»1,л; я,? = 5,«; о.А = I, 2:

К каждой плоскости п присоединим семейство ортонормнрованных 
реперов (Л1; е։} так, чтобы векторы еи лежали в А. Уравнения ин­
финитезимального перемещении репера примут вид

(/.И = <и։‘еи, (1е.\ = гА». - е,. (1)

Главными на этом расслоении реперов -*Н2.Я являются формы

«I3, ш‘, ш', «Հ, ш«, ш*. (2)

Определение 1. Подмногообразие А С Н2 „ размерности п 
называется комплексом двумерных плоскостей н /?", если через 
каждую точку проходит хотя бы одна плоскость Л£А.
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Определение 2. Пусть А'С Н.„ комплекс двумерных плос­
костей в Ц*\ Кц четырех мерный конус, образованный двумерными 
плоскостями, проходящими через точку (?£/?": ~(<2; Л) —касательная 
плоскость к конусу Ад, проходящая через Ь^Кс/. Комплекс К назы­
вается допустимым, если для почти всех 

определена и зависит только от 
определения см. в (’ — *)).

Пусть комплекс К допустим. В силу
(2) индуцируют на А' некоторые формы.
прежние обозначения. Предположим, что 
независимыми являются <•»*, и»*, «*, иг’, «»*.

и Л£Ад плоскость 
Л (другие эквивалентные

вложения Л՜ •• формы 
для которых мы сохраним 
среди форм из (2) линейно 
Тогда

= Л*1Э ш’ + А |'<“,4 4- т 4֊ Л «<•><; (3}

*>’ — Я՝Лм»’ ֊ Л^ш* Л^»’ 4֊ 4- Л”<<, (4)

՝н:=4:<«։ *:Н+л;>;. (5>
Зафиксируем плоскость й£Ад, точку Ц и представим Ц в виде 

= 4-л"е„. Так как (/С? —О, то «* ֊' (1х" 4- х*и>" =0,

и»3 4 хс«»3 = 0, ш4 4- -сваИ =0. “>’4՜ •**“*„ (6)

Теперь возьмем произвольную точку Р£й и представим се в виде 
Р=Л1 у°еа. Выделим к расслоении Р(р') ֊+ Нг л подрасслоение ре­
перов так, чтобы е?в_.й, а ел с ~<Р,А>. Так как </Р£-(р;й), то «л 4֊ 

у"ш*=0 для любой точки Руй с учетом (6) или ш* = ю*=0 в си­
лу соотношений (0). По определению допустимого комплекса мы 
можем взять произвольные точки на й. Возьмем, скажем, точки д՜’ = 
= л* = 0 н х1 0. х1 - |. Для них получим Лу’, = Л*3 Л’3 Л*4=0.
Некоторые видоизменения будут и в соотношениях (3), (4), однако 
это в дальнейшем не существенно. Итак, если комплекс А* допустим, то

։((’ “ 
а Л’.«) . (7>

3. Рассмотрим случай п = 5. Тогда (7) примет вид

и>5= Я (8)

где Лл = Л’.. Продифференцировав (Я) внешним образом, получим

АЛв Д ш'* 4- — Лвш*) Д 4- («И — Л„ш«) Д иф =п, (•О

где ^Л„ = — </Л„ 4 Л»ш» — ЛвЛ»Ф*.
а) Пусть формы ш®, «*’, и’ линейно независимы. Раскрывая (9) 

по лемме Картана, получим
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^А„ ~ «я։и*
Ап*1'1 =Ляв>’ — </яш8 

О|,‘ — Л„«и = цаш дв»>\ 1 £ви»}.
(Ю)

На многообразии гиперплоскостей в R главными являются формы
В силу (8) имеем трехпараметрическое семейство гиперплос­

костей. Пусть |А։| |А։|>0. Из (Ю) видно, что если ш՜' — и»; = 0,
то

ЗАЯ =0, «А = ЛЛш',иИ = Аяи<*,

а это значит, что в каждой гиперпл >скостн выделяется двухпарамет- 
рическое семейство двумерных плоскостей. Найдем характеристику 
семейства гиперплоскостей. Напомним, что характеристической плос­
костью семейства к-мерных плоскостей Р* называется плоскость Р՛, 
через котирую проходят все соседние с Р’՛ плоскости 'Р*. Пусть В— 
= ;И {-г— произвольная точка на гиперплоскости. Изопределения 
карактернстикн следует, что ш* 4֊ ш*, = О или

1 г*'А„ — 0, г' =0, г4 = <։.

Итак, характеристикой нашего семейства гиперплоскостей является 
прямая, лежащая в к((?; Л). Пусть теперь А„=0. Тогда «•; = 0. а 
вместо (10) будем иметь

*“2 — Ляш» + ш* =

Если ։»>5 = ю' =■ и», — 0. то <«,’ в ю*- 0. Тогда из (1) следует» что

</Л! = »иЛеЛ, <1ел = — ^/1 •

Итак, в каждой гиперплоскости получили семейство параллельных 
двумерных плоскостей. . 1егко заметить, что в данном случае у на­
шего семейства гиперплоскостей нет характеристики.

4 6) Несть формы <>\ м>р м»* линейно зависимы. Скажем,

ЦП

Если продифференцировать соотношения (8) и (II) внешним образом 
и раскрыть по лемме Картава, то получим

дА„ — т.ш։ п„»*, > Ав®* ֊|- Аиш‘ — ).«’ — =л.«»։ 4 р.։՛»,,

Др = уи»8 4- г։«>*, Л/ о։«А «,*>’,

где

ДА. » йА., — А.ш* + ЛаЛ.»»*, 

Др»</р }‘Аи>чи (н)*0*1 *|*։»| — Аяи*“ —

А? = (/> 4֊ (/ )•«»։, а|к«* 4- !*>«• — «4.
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Найдем характеристику нашего двухпараметрического семейства 
гиперплоскостей П(А'). Пусть Г—Л1-; /ае«—произвольная точка на

Из определения характеристики следует, что «>5 4-/«О 
или I

1 + ГАв 4- /'։» — 0. М-И-0. (12)

Итак характеристикой для П(Л) является двумерная плоскость (121, 
которая пересекается с каждой Ь£Кц по прямой. Обозначим через 
П*(/0 шестипзраметрнческое семейство всех двумерных плоскостей, 
лежащих в Г։(Л) и пересекающихся с характеристикой (12) по прямой 
В качестве допустимого комплекса возьмем произвольное пятипарз- 
метрическое семейство двумерных плоскостей в П6(А').

в) Пусть Г։(Л')—семейство гиперплоскостей, зависящее от одного 
параметра. Тогда «»двЛл«>5, откуда видно, что уравнение «»5=0 
вполне интегрируемо. Следовательно, /?* расслаивается на однопара­
метрическое семейство гиперплоскостей. В качестве допустимого ком 
плекса возьмем произвольное пятнпараметрическое семейство двумер­
ных плоскостей, пересекающееся с каждой т^Г^А') по четырехпара­
метрическому семейству двумерных плоскостей.

Объединим полученные результаты в следующую теорему:
Теорема. Допустимый комплекс К двумерных плоскостей в R 

имеет не более чем трехпараметрическое семейство касательных ги­
перплоскостей Если семейство касательных гиперплоскостей зависиг 
от трех параметров, то К образован либо двухпараметрическими се­
мействами двумерных плоскостей, лежащих в касательных гиперплос­
костях и проходящих через характеристические прямые семейства ги­
перплоскостей. либо параллельными между собой двумерными плос­
костями (характеристики нет) Если семейство гиперплоскостей зави 
сит от двух параметров, то допустимым комплексом буоет произволе 
ное пятипараметрическое семейство двумерных плоскостей в шестипа 
раметрическом семействе двумерных плоскостей, лежащих в касатель­
ных гиперплоскостях, которые пересекают характеристические плос­
кости семейства гиперплоскостей по прямой Если семейство гипер­
плоскостей зависит от одного параметра, то имеем расслоение R' ни 
сто множество гиперплоскостей, а допустимый комплекс образуют пя­
типараметрические семейства двумерных плоскостей, пересекающихся 
с каждой нашей гиперплоскостью по четырехпараметрическому семей 
ству двумерных плоскостей

Автор выражает искреннюю признательность А. М. Васильеву за 
внимание к работе и полезные советы.
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Վ, ս ъьтизиъ

/?*-пиГ եբկչսւփ Нш ррл* թյու նների рт յ|օւտր1ւ||ւ կուքպ|ե|>ս8երի 
ղասակաբ«|ոէ ւքլւ

^Ւ.^Ո1 4* ք՜հ.Ո՝ Ր երկչափ *արթու թՀունների ր ա ղմ աձե ւււ թ Հունն Լ,
X ՀԼՒ/Հո' Ը Ո չափանի ենթ արա ղմ աձե ու թյուն Լ //Հ ու մ է ք\ Ա-ր
աուք անցնող երկչափ հարթա թյուններուք կաղմված րաոաչափ կոն է, "( Չ, ձ )-/• 
հց կոնին հԼ կետում շոշափող հարթ ու թ Հունն Լւ

կոմւղյերսր կոչվում ( թու յլաւորե յի , եթե համարյա րոյոր (վՀ թՈ ե
ե /\(յ համար ե) հարթ ու թ յոլնր որորիս} Լ ե կախված Լ միայն ե-իղէ

Հույլք ած ու մ ասյաւյու ^ւքու մ Լ, որ եթե 1Հ-ն թունաւորեցի կոմոյյերո է.

”« = ’• ?*5, Ո. а 1,2,

որտեղ' 0>*։ ս>շ-Ь Ни րաղմաձեու թ յան ղլիւաւքոր ֆորմերն են I
երր ո 5» ուրւքած Լ երկչափ հարթությունների թ ու Աա ւո րե քի կո մ ւղյե ր ո - 

ների Հրիվ ղաոակսւրղու մր թ^ում ե նրանղ երկրաչափական մեկնարանու - 
թ յւո նրւ
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