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Число гамильтонова замыкания орграфа

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамоным 10/ХП 1979)

Пусть /-=(-¥, С/)—произвольный конечный ориентированный граф4. 
Наименьшее число г(/. )^0 дуг. после добавления которых в 
полученном орграфе появляется гамильтонов орцикл, назовем числом 
гамильтонова замыкания орграфа Л. Это определение аналогично 
определению числа гамильтонова замыкания неориентированного 
графа, введенного в работе (*). где предлагается алгоритм нахождения 

г (Г) для произвольного дерева Т. В работе (’I дается алгоритм 
* • 

нахождения г (Н) в случае, если неориентированный граф Н имеет 
единственный никл или точку сочленения.

Через С(£) обозначим наименьшее число попарно непересе- 
кяющихся простых ориентированных цепей, покрывающих все вершины 
орграфа 4.

В работе (*) изучается величина с(Н) для неориентированного 

графа Н и указывается алгоритм нахождения с(Т) в случае, когда 
Т—дерево.

В настоящей статье описывается алгоритм, который для всякого 
ациклического орграфа 4 выделяет с(4) попарно непересекающнхся 
простых ориентированных цепей, покрывающих все вершины 4, и 
тем самым находит г(4).

Су граф Г' (Л՜, Г։) орграфа 4 = (А', и) называется ориентиро
ванным лесом (орлесом) для 4 (см. (*)), если 7 не содержит орцик- 
лов и полустепень захода для каждой вершины х£Л в 7 не более 1.

• В настоя щен статье мы придерживаемся терминологии, принятой а книге (։). 
где можно найти все ие определяемые здесь понятия.



Опознании

0(1.) = ш1п(о(Г)|,

где 0(7') количество тупиковых (висячих) вершин орлеса Т и минимум 
берется по всевозможным орлесам орграфа 7.

Очевидно для любого ациклического орграфа /. имеет место
Лемма I. г(£) = с(£) — о(£).
Пусть £ = (А',77) —произвольный конечный орграф, не содержащий 

ориентированных циклов (ациклический орграф). Определим разбиение 
множества его вершин X на подмножества Хс, Х1........\'Р, где р О
следующим образом ((։),стр. 370 или (*)):

.V,—множество тупиковых вершин орграфа Ь, а Л*в—множество 

тупиковых вершин подграфа ЦХ\| Л\) ориентированного графа 

7. — (Л, (У), при
Очевидно при любом /£{0, р] подграф ЦХ։) не содержит дуг. и 

следовательно, при 7£(0, />—1) подграф £.( = 7.(Л/иЛ(+|)—двудольный 
ОРГР3Ф- -- ЖН |

Описание алгоритма. Пусть 7. = (Л,77)—произвольный ко
нечный ориентированный граф.

1 . Разбить множество вершин .V на подмножества Ло, Аи........\’Р.
2 . Для каждого |0, р—1| найти некоторое паросочетание 

11, подграфа 7.( и образовать

11=Р0։11/ = (Г. IV). 
ь о

3 . Л0': = {л^А'/-(аг^Л((л.г)еи/))|.
4 . Если Л'+՝՝Л'о = 0, то выделить орграф //—(Л, ЦУ) и алго

ритм считать завершенным.
5 .Если Л,;''■Ло - -0, то выбрать произвольную вершину у£Х* Хо 

и перейти к следующему шагу.
6°. Л֊:в|дг€Л'/-(З^Л((?.хК»'))|. ’ •
7 . Если Г(у)Г)(Л~ = 0, то перейти к шагу 11.
8 . Если Г(у)ПА'о 0, то выбрать произвольную вершину 

х£Г(у) Л՜՜, выбрать некоторую цепь С(у..с) нечетной длины 2/4-1, 

где / 0, состоящую поочередно из дуг С(у, х. и IV), принадлежащих 
77 IV. и при I 0 из дуг с(у.х, IV). принадлежащих IV.

9е. IV: (IV С(у.х. Ц7))иС(у.х.77'՝ IV).
10 . Лс+: = Л+^|у) и перейти к шагу 4".
И . Л:֊ Г(у):1^Г(уД(х, IV)!. Г(2): - Г(Х) (ХЩу ).
12°. Если 1'(Л) 1՝(у)=0, го Л*: = Л0 |у|, и перейти к шагу 4 . 
13 . Если Г(Х) \Г(у) > 0, то Г(у): = Г(Х) и перейти к шагу 7՜. 
Этим завершается описание алгоритма.
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1ак как орграф £ конечный, легко заметить, что после ко
нечного числа шагов мощность множества А* уменьшится. 
В конце концов будет выполняться условие шага 4“ и алгоритм 
завершит свою работу.

Легко заметить, что трудоемкость описанного алгоритма о(л’1, 
где п количество вершин рассматриваемого орграфа. .

Пусть Н (Л', II/) получен из орграфа /. после применения над
*

ним описанного алгоритма. Через А„ обозначим множество тупиковых 
вершин орграфа Н.

Замечание 1. Из описанного алгоритма легко заметить, что 
всякая нетривиальная компонента орграфа /У = (Л', IV)—простая 
ориентированная цепь, г. е. Н — орлее оргра |>а £. Докажем, что имеет 
место следующая

Лемма 2. о(£) «
Пусть Т— (X, У) —некоторым орлее ориентированного графа £. 

Л'0(Т) —множество тупиковых вершин и |Л'п(Т)^о(£).

По замечанию 1, |А'0( 7՝)|^|Л'0|. Остается показать, что имеет 
место неравенство

|А’0(7՝)|>|Л0|. (•)

Определим функцию <?, отображающую множество Х„ в множество 
Х0(Т) следующим образом:

а) Пусть х£А^Г]А'0(7').
Будем полагать ?(х) = х.

б) Пусть х£Х^ХД7).
Ясно, что х— вершина, удаленная (в ходе работы алгоритма) из 

А'^ при шаге 12 . Очевидно существуют дуги (л = Л|.у|)£1/МГ и 
(лЛ У1К1Г V. Если при I 2 х,£Х0(Т). то полагаем <р(х) = х,. Пусть 
х£Х9(Т). Тогда выберем дуги (х„ у()^Их IV и (х,,|, У<)£^ V и т. 
д. Если / 2—наименьшее число, для которого х^Л'ДГ). то положим 

?(д՜) - = X/. Таким образом отображение е определено для всех л£А'о.

Покажем, что при х',х“£Х0 и х' -»х" имеет место ?(х')->• ?(х").

Действительно, при х'^А0ПА0(Г) или х^ЛвП Л"0<Г> утверж- 

денне очевидно. В случае х'.хн€Х0՝ Х0(Т), х' г х и ?(.<■') = 
= л'( = л-; = <р(х"| в IV' найдутся дуги (х',у,_։) и (х’.у ։), что про
тиворечит замечанию I. Этим доказывается неравенство (•), я значит 
и лемма.

Теорема, Описанный выше алгоритм во всяком ациклическом 
орграфе £ выОеляет с(1) попарно непересекающихся простых 
ориентированных цепей, покрывающих все вершины £.
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Действительно, достаточно воспользоваться леммами 1 и 2.
3 а м е ч а н и е 2, С помощью приведенного алгоритма можно 

решить задачу минимизации числа параллельно идущих вдоль канала 
магистралей, возникающую при автоматизации проектирования' элек
тронных схем.

Авторы выражают глубокую благодарность Каталин Пастер, 
обратившей их внимание на эту задачу.
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