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О вариационном принципе в разномодульной теории упругости

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. \ Амбарцумяном 14/VIII 19791

Известно (’), что для разномодульного материала удельная 
потенциальная энергия деформации в данной точке является выпук
лой функцией своих аргументов (компонентов деформации). Исходя нз 
этого ниже показано, что в разномодульной теории упругости, анало
гично классической, существует минимальный принцип для перемеще
ний.

1. Приведем вкратце основные уравнения и соотношения разномо
дульной теории упругости (։՜*), когда знак одного из главных 
напряжений (з>) отличен от знака двух других (з«,зт). Законы упру
гости в системе координат ля(п = 1,2, 3) имеют вид

«У = (<Կւ-«1«)аО : Պ։°օձ// (1.1)

ИЛИ

(ВЬц+Ат.т/), (1.2)

где т։—направляющие косинусы направления •>;

(1.3)

(1.4)

(7.- = — 12 (При з3<0).

Удельная потенциальная энергия деформации (№'), выраженная 
через компоненты тензора деформации, определяется формулой

2 UZ- Аг,ц1Г\ Bf-Clfiit+W (15)
Причем 
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a u”
— ’/>« ( P < 4), 9 = w(/n;։0.

(fePQ
i = j
l^i. (1.6)

где еп представляет собой компоненты деформации.
2. Рассмотрим краевую задачу, когда на одной части поверх

ности тела (5„) заданы перемещения, а на другой части (5Л) внешние 
напряжения.

Дифференциальные уравнения равновесия и граничные условия 
задачи есть

^+^.0, на Sr
<**/ ui = ut на S„ (2.1)

I 1е А■ компоненты объемной силы. Е)—компоненты напряжения на 
поверхности, // — направляющие косинусы внешней нормали поверх
ности в дайной точке.

Пусть и, есть решение поставленной задачи. Эти перемещения
определяют компоненты деформации.
бота де I Г» рмаини всего тела

ч?рез которые выражается ра-

UM = I (2.2)

Варьируя перемещениями, после известных преобразований (*-•) 
из (2.2) будем иметь

''11(^1»,;) *» d V • = 0. (2.3)

где П(ел^)—полная потенциальная энергия тела.
Из (2.3) видно, что при действительных перемещениях полная 

потенциальная энергия тела принимает экстремальное значение.
Выясним теперь, максимум или минимум представляет собой 

это экстремальное значение для П(ел„). Для этого составим раз
ность И(еР7 '>/ч)—П(елД которая с учетом (2.3) и

‘ '>„)■֊t/(ew) 4՜ . . 7te^ei + ••• (2-1)
det 2 oetdet

(Л 1, 2.... 6)

приводится к виду 

1 I
П(е„ - П(сЛ<) = — detfte~ le> + • • <2>5)

(i.J d, 2. .. .6).

Здесь для сокращения записи введены обозначения:

еп = «|, — е։, еи — с»:
<2-6>

101



В работе (') было показано, что для разномодульного материал 
удельная потенциальная энергия деформации М7(гм) в данной точке 
является выпуклой функцией своих аргументов. На основании этого 
и принимав во внимание, что в (2.2) интегрирование выполняется по 
координатам всего объема тела, нетрудно заключить, что С/(ег„) так
же будет выпуклой функцией аргументов с„. Поэтому квадратичная 
форма правой части (2.5) с коэффициентами <>’и\деу будет величи
ной положительной при любых отличных от нуля значениях Сле
довательно положительным будет также и приращение полной по
тенциальной энергии тела, стоящей в левой части (2.5), при варьи
ровании истинных перемещений. Я

Таким образом в задачах разномодульнои теории упругости, 
аналогично классической, при действительно возникающих перемеще
ниях полная потенциальная энергия тела принимает минимальное 
значение. ■

Этот минимальный принцип для перемещений может быть исполь
зован при построении приближенных решений задачи с применением 
известных вариационных методов.
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Լա^նի ( ('). որ տարամя դո»լ աոաձդա կան նյոէթի 
ցիայի տեսակարար պոտենցիալ Լն երդիան տվյալ կետո»մ Հ անդիկանում (
ուոռցիկ ֆռՆկցիա իր արդումենտների ( դեֆորմացիայի կոմպոնենտների) 
նկատմամբ» Ելնելով դրանից աշխատանրո»մ ցույց Լ տրվաձ, որ ինշպես կքս'’ 
սիկ, այնպես Լլ տ արամ ոդուլ ա ոտձդա կ անոtРյան տ ե и п»р յոէնոէմ դոյուքէ յո»ն 
ունի մինիմալ и կդրունր տ ե դա փ ո ի» ո »р յո ւնն ե ր ի համար»
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