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А. О Оганесян

О локальной разрешимости и гипоэллиптичности для одного класса 
уравнений второго порядка,

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР Р А Александряноч 10/ХП 1979)

Как известно (’), общее линейное дифференциальное уравнение

Р{х, 1))и -- / (П

в случае, когда коэффициенты оператора Р(х, I)) или функция / не 
являются аналитическими функциями, не всегда имеет решение (хотя 
бы локальное). Если оператор Р(х, О) является оператором главного 
типа, то получены условия локальной разрешимости уравнения (I). 
имеющие окончательный характер. Эти результаты изложены в (’). 
। де имеется и подробная библиография. Гораздо меньше изучен вопрос 
о тока и.ной разрешимости уравнений, не являющихся уравнениями 
главного типа. Укажем на работы (•“•).

В предлагаемой статье изучается вопрос о локальной разре
шимости и гипоэллиптичности уравнения второго порядка, не являю
щегося уравнением главного типа. Схема, предложенная н работе (•), 
переносится на более общее уравнение второго порядка. Полученные 
■Словня локальной разрешимости и гипоэллиптичности уравнения 
Вбобщают результаты этой работы.
I Пусть// абстрактное гильбертово пространство, аЛ неограни
ченный. обратимый, самосопряженный, положительно определенный 
оператор, определенный на плэтнгм подмножестне пространства //. 
^Обозначим через J открытое множество на действительной оси, со
держащее точку 0.

Рассмотрим оператор второго порядка

!>((,.4)Л) с(Р \)А.

де а(Г. Л), />((, Л). г(/. Л) являются рядами по неотрицательным 
тепеним Л՜1 с коэффициентами из

Л) <«,(ПЛ֊';*(М)“1л.(0Л Л) —'• 
л 1? /—и I—>0
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Предполагается, что эти ряды, так же как п ряды, полученные на 
них почленным дифференцированием по /» произвольное число рч։ 
сходятся в пространстве £(//,//> равномерно по / на любом компакт
ном подмножестве множества У. . " '

Определим с помощью оператора Л шкалу собклевскнх прост
ранств //’(з£/?'): если 5 0, то и^Н‘, если и£П и А'и^Н с нормой 
и ՝ = ;.4’м0, где через | |о обозначена корма пространства /У Н ՝. 
Если $<Ч). то //• есть пополнение// по норме |м՛, — Л՝и». Обозначим 
через С ’(У. Н > пространств:) бесконечно дифференцируемых функций 
со значениями в /7Х= }Н\ а Со (У, И') пространство бесконечно 

1
дифференцируемых функций с компактными в У носителями со значе
ниями в Н\ Дуальное к С*(/, №) пространство обозначим 1У(У, Н~*).

Определение 1. Оператор Р называется локально разрешимым 
н точке ( — 0, если существует окрестность /С? точки /=0. такая, 
что для любой функции /£С”<Л//Ж) существует ,//-•), такая,
что

Ри -= f в У,

Определение 2. Оператор Р называется гипоэллиптическим 
н У. если для любой окрестности /'с У и любого распределения 
и£О'(У', Н-“ ) из Ри(С* (У, Н*) следует, что (У, Н*).

Оператор Р называется гипоэллиптическим н точке /=0, если 
он является гипоэллиптическим в некоторой окрестности этой точки.

Введем следующие обозначения:

А’ — dt—a(t, Д)А, Y— di — b(t, А)А,

□(/. Л) — a(f, A)—o(t, Д).

В дальнейшем предполагается, что функции а0(/) и b„(t) удовлетворяют 
следующим условиям:

a'o'՝(O)=*fo’(O)=O * = 0........А—1; (3)

Rea‘*»(O»O, Reft'u*»(0)<0,

где А нечетное положительное число. Известно (4). что при выполне

нии условий (3), (4) оператор Р=ХУ не является ни локально 
разрешимым, ни гипоэллиптическим в точке I =0. В статье изучаются 
условия, накладываемые на коэффициент с(/, Д). при которых оператор 
Р—ХУ с(/, Д)Д оказывается н локально разрешимым и гипоэллип
тическим в точке О. Случай А = I рассмотрен в (*).

Теорема I. Пусть оператор Р удовлетворяет условиям (3).
(4) и Олп любого 1£У

нь



Р֊ 'Л <°(0) ,Л'.И(О)-УСП
Л! А!

(5)

Тогда существуют постоянные сп. с։>0 такие, что для любой 
функции щ-С’(Т, Н’)имсет место неравенство

г \ /
(Ри, и)с11 (б)

Доказательство. Введем следующие обозначения

Л =0, а/*Л; Г = о, ЬРА. Р = Х ? сА.

Учитывая условия (3). нетрудно доказать следующую оценку:

где ■—произвольное положительное число. Поэтому неравенство (6) 

достаточно доказать для оператора Р. Опуская знак ~. запишем 
Р=Л'Г-сА; Х = д,-аРА, У =д,-Ы'А, 

₽еа>0; 1М<П.

Обозначим X' —д, аРА и з — и — Ь. В новых обозначениях условие 
(5) запишется в виде

/*_|Л|з|։<2Ре(са).

I1меем

(Уи.Х՝ и

Ке(сз) (Аи,и)сР Ке(«) И
2

(Нез)Я//,« Ке(ндг)РАи* — -----°(а Л) Л- (8)

Отсюда, учитывая условие (7), Ке։^>0 и легко проверяемое равенство 

(Кез)Ке(ой։) Л) = (Ре<|) (Вед)|зр>0. (9)

получим требуемое неравенство (6).
Замечание 1. Пользуясь обозначением э=|ц*(О) Л5(0)|(Л!) ՛,

запишем условие (5) в следующем виде:



х ■՝< :,' но) 2ке 2!___ 122—
(*֊1)!

г» 1 о.

Так как 1 меняется в окрестности нуля, то из этого неравенства сле
дует. что в сумме первый отличный от нуля коэффициент должен 
быть при четной степени / и этот коэффициент 2/?е|с*'(0)з(2/!) 1 | 
должен быть положительным. Тогда, если Г меняется в достаточно 
малом интервале У', содержащем точку 1 =0, то из равенства (К) 
легко получить следующую оценку:

'и,' У* А и՛* Р'(Аи.и) (Ри. и)г!։ (Ю)

3 а м е ч а и и с 2. Пусть с},՛’(0) = 0 I ■= О, ..., Ь 2. Имеем

Д 1 (Л и, и)д1Ч£ [РАи г<1։. (И)

Взяв е юстаточно малым и изменив в неравенстве (6) постоянную 
с0. получим для достаточно малого интервала У'

и. и) (Н^г (Ри. и)(р . < 12)

Таким образом, если с0(О имеет вид с0<0 = ®*։,4-£(О. ,

где з 0. |^(/)|<сГ2«+| и удовлетворяет условию (5). то для достаточно 
малых г имеет место неравенство

и, г ! ИМ/гЛ Г-«(Ли,и) (13)

Лемма 1. Пусть оператор Р удовлетворяет неравенству (13), 
1тс0(/) не меняет знак в некоторой окрестности точки /—О 

и Пт |1тс0(Пк'-‘-0. Тогда 1тг0(/)=<Я-' Л(/), где 0в£« 3 0.
/-*о 2

!Л(О'|«У։'+։ и для любой функции и^С*(Т, Н* ) имеет место нера
венство

|и,Г /»Лм։ Р"(Аи,и) 11,(Аи,и) (Ри. и)(11\, (14)

гое Т՛ достаточно малый интервал, содержащий точку I 0.
Доказательство. Пусть з -действительное число. Тогда

1п1 (Ри, и )д1 РАиРгН ।

г, 1т и)

хн

= 2



Выбрав х достаточно малым по абсолютной величине н гак, чтобы 
—։1тс1?и(0)>(), с учетом неравенства (13) получим требуемую оценку 
(14).

Обозначим от=т1п|<7, г|. Тогда неравенство (14) можно прине
сти к виду

м|,՝*4-.7*Ли * /•"(Ли, и) (Ри, и)(П\. (16)

1 еорема 2. Пусть оператор Р удовлетворяет условиям тео
ремы 1 и кроме того выполняется одно из двух условий

I) |/т<՝о(О1<<|/?ег0(О|;
2) Рнс0(1) не меняет знак в некоторой окгестностн точки 

I — О.
Тогда оператор Р является и локально разрешимым и гипо- 

эллиптическим в точке 1=0.
Эта теорема доказывается, в основном, по схеме, изложенной в 

(‘) с помощью неравенства (13) при выполнении условия I и с помо
щью неравенства (16) при условии 2.

Лемма 2. Пусть оператор Р удовлетворяет условиям (3), 
|(4). Тогда он равен оператору вида

Р° = (Х «(/, Л)) (К—•(/, Л))—с*(/. Л)Л. (17)

| гое 
е *֊• <°(0)

с°(С Я) -X сДОАЧ = 1 -л֊‘ > 
/-0 1-0 »-

4—£41' 2. . . т(«. А) —< ?,(/)Л֊'.
/-П 1-0

Доказательство՛ Раскрывая равенство Р=Р\ получим:

0-0

\ /-и

ИД/) ^(/)|?1(/)Л

1-0

(1Н>

Приравнивая коэффициенты при Я, приходим к равенству

«о(П А(о|ъ(О |ф)- <՝о( /) = 0-

озьмем в качестве функции с„(!}

*-։си'(0) 
< (0-2 --֊֊

I-о •
огда
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-ц/) МЛ

Н •(֊'). -т
Для определения функции ?։(О получаем следующее соотношение:

•?.(/) ^«(0 = а0(/)-*в(г)1?։('Н I МО-МО I ъ(/)+сГ(0-<։(0.

Обозначим

/?/) = -?. ’(О ?м(П- МП֊ МП то(0 -‘֊МО-

Тогда, если

где г,! =

Г»(П 
1-0

ТО

МО-
ао(Г)-ЬЛО

11 ,֊ л>!>
Продолжая этот процесс, получим требуемое представление опе

ратора /*(17). ։
Введем обозначения

Х° = д։—«<•(/, .4)Д; Г^г-^.АЦ, 
где

«’(Г, Д) = о(/, 4 )-<?(', Д)Д‘;

б°(Г Д)=*(/, А) + «р(/. Д)Д Л

Т огда

Р° = А'0 Гв-£«(/. Д)Д. (19)

Оператор 7х* будет первым элементом в последовательности операторов, 
порожденной оператором Р. Пусть построили оператор Р

Р> = Х» У1-с^1, А)А. (20)

Тогда

/><-«= ГА/-с/(/, Д)Д = Л'>К Д)Д =

Х'Г—|с>(/. Д)4֊в/(/, Д)|4. (21)

Поступая так же, как в случае оператора Р=/,°, для оператора 
Р1"1 получим вид
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p l A >1 Y'+'-c *•(/. Л)Л. (22)
И.з способа.построения последовательности операторзз Р легко 

получить следующую формулу:

=v ■’ г е-ЧО)- /ՀՐ(<» ._է
Т^о i\ (4—1)! (23)

Сформулируем основной результат статьи.
I еорема 3. Пусть оператор Р удовлетворяет условиям (3), 

(4) и для некоторого натурального числа / выполнено неравенство

а^(О)-Л.'(О) =
*1

*!

/'<• Հ°(0) и c k ''НП+Л-'.'-'С)) ,։_Л
Кг® I՝ (4-1)! / 

</ \(01 ծ:*1(ք|) I (24)

Кроме того, пусть /гпс0(1) удовлетворяет условиям теоремы 2.
Тогда следующие три условия эквивалентны:
1) Р -локально разрешим в точке / = 0;
2) Р—гипоэл л античен в точке г =0;
3) с‘(1, Я) 0 ни для какого /»(). 1. ...
Доказательство этин теоремы в основном аналогично доказатель

ству соответствующей теоремы в (՛). Заметим, что при £-( условие 
(24) всегда выполнено.
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О. Հ. Հ11'ԱԱ.ՆՆ1'11!)1'.Ն
11|ւ դսւււի երկրորգ կարգի նաւ)ասսւրումնԼրի |ոկալ |ուծե|իու|»ւսւե և քփս|ոէ|իս|- ւոիկոI]»|ա(ւ մասին

Հողվածում ուսումնասիրվում Լ երկրորդ կարղի կոմպյեբս բնութագրիչներ 
ունեցող հավասարումներ: ^/7 բնու թ ա դրի չն ե րր Կամրնկնոլմ են, երբ է ~ 0■ 
^ավասարմ ան ^ւյսաւ/ււր մասր բավարարում ( այնպիսի պա յմ աններին, որ եթե 
ցածր կարգի անղւսմներր հավասար են նույնաբար զրոյին, ապա այղ հավա
սարում ր ոչ քոկայ չոլծեյի Լ և ոչ Ա Հիպոկչիպտիկ Սւոացվեյ են անհրաժեշտ 
ե բավարար պայմաններ, որոնց պետրէ բավաբարեն ցածր կարղի անղամնեբր, 
ոյւսյեսղի հավասարումր (ինի և յոկաչ յուծելի և • ի պ ո էլի պ տ ի կ < Հողվածում 
ստացված արղյունբներն րնղ * անբւսցնոս1 են հայտնի արղյունբներ
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