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О спектральных свойствах пучка дифференциальных 
операторов в пространстве вектор-фумкцин
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Спектральные свойства пучка дифференциальных операторов
- к - & . КП/Л. где —---------------. Д—оператор Лапласа, при нулевых кря-

Ох1 Оу*
евых условиях, впервые были рассмотрены в работах Р. А. Александ­
рина (*՜*) в связи с изучением качественного поведения решений 
системы С. .1 Соболева. описывающей малые колебания вращающей­
ся идеальной жидкости (*’). ' . ՛ ՝2?М

В (*-*) было показано, что порождаемая этим пучком задача Ди­
рихле эквивалентна изучению спектральных свойств оператора (? — 

= —Д 1 , действующего в пространстве К7}. Было установлено, что 
в гавнснмостн от границы области спектр оператора Ц может быть 
как чисто точечным, так и одержать интервалы непрерывности.

Исходя из свойств семейства диффеоморфизмов границы области 
Р. А. Александряном был построен некоторый класс кусочно-посто­
янных функции, представляющих собой обобщенные собственные 
функционалы оператора ().

В настоящей работе мы рассматриваем аналогичные вопросы 
для операторов с постоянными коэффициентами, однако уже дейст­
вующими к пространстве вектор-функцнй.

Пусть ограниченная область в R1 с достаточно гладкой гра­
ницей Г.

Рассматривается краевая задача для пучка систем дифференци­
альных уравнений. «

А---- В------- - С-----= —)Ли (1)
Ох' дхОу оу1

«||=0, (2)
где А. В. С п п коммутирующие между собой постоянные, веще­
ственные, симметрические матрицы, Д'—единичная матрица.



В гильбертовом пространстве вектор-функиии

//։(•». У)\

/(АУ)= ; , /4х.у)£ и"И2) (/-1.2.......... я)
\/«(*. УЧ

рассмотрим оператор А — — Д '(а — ВС гте Д ։ — 
\ дхг дхду оу* /’ ,*

оператор, обратный к оператору Д при нулевых краевых условиях.

В пространстве !..(-*> скалярное произведение зададим по фор­
муле

г 1дх ах ду ду |

Теорема 1. В пространстве и^](2) оператор А является 
ограниченным и самосопряженным, а его собственные функции яв­
ляются решениями однородной краевой задачи (1) —(2).

Определение 1. м*(л. у)( А։(2) называется собственный 
функционалом оператора А или краевой задачи (I) (2). соответ­
ствующим собственному значению если

«.(•V. у) (Л+/£)^ + В^
дх2 дхду

• (С 4 /£) дхду = О

для всех

у) С Фо<а) = {7(^.у)./(^.у)€С>(2). 7(х. у)| =о».

I Пусть а*. Ь», с* (1<Л<л) сЬбственные значения матриц Я. /У, С 
и 1*0֊) совокупность тех граничных точек*, п которых

(а*4-< )со5*»х ■ А. ՝О8 <ХС1>^-у (с, / )сог<у 0.

। Лемма 1. Если собственный функционал и^(х. у) — гладкая 
лектор-функция и если дополнения к множествам 1*(Х) (6=1.2..... л) 

являм>тся всюду плотными на Г. то м,(л, у) является классичес- 
\ким решением задачи (1>—(2).

Будем считать область .допустимой*, т. е. такой, что любая 
прямая пересекает ее границу не более чем в двух точках.

Рассмотрим однородную краевую задачу:

м|| О

• Здесь у—внешняя нормаль

ОАО
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Пусть у ։»։x = const и у <‘,х = cons! соответственно первое II 
второе семейство вещественных характеристик уравнения (•)

Диффеоморфизм 5,'* ’(<։, Ь, с) (соответственно 5՝' ’(я. Ь, г)) сопос­
тавляет каждой точке 0£Г точку пересечения с границей Г характе­
ристики первого семейстна (соответственно второго семейства), про­
ходящей через 0.

Диффеоморфизм S,(a,b.c) определяется как произведение диф­
феоморфизмов S‘+'(u, b, i) и Sfj’lu, b, с), т. е.

S-(a. b, d = S'-’(u, b. с) • S*/’(a. А, с).

Определение 2. Орбитой точки &£Г относительно груп­
пы. порожденной образующими Si(a,b,c), S, ։(н, Ь, с), называется
множество ОгЬ(б)={5‘(<1. Ь. с)$, Ь=О, 1, 2 . ..}, а ОгЬ(5; ։(«,6,с)6)
и ОгЬ(5■(«. А. г)5) называются смежными по отношению к ОгЬ(О).

Каждая точка 0£Г порождает вполне определенную совокуп­
ность граничных точек ЭДО, 5, Г), которая называется Х-орбнтои и 
представляет собой объединение двух смежных орбит, порождаемых 
этой точкой. \ I

/•орбита ЭД(/, 0. Г) называется тривиальной, если она содержит 
точку, в которой касательная к границе Г параллельна одному из 
характеристических направлений.

Теорема 2. Если при > некоторая итерация диффео­
морфизма $.,\а,Ь,с) имеет такую неподвижную точку 0о, что /0— 
орбита ЭД(/0, %, Г) не является тривиальной, то существует соб­
ственный функционал краевой задачи (•), изоморфный ограниченной 
функции.

Пусть Д,(/. а. Ь, с) совокупность точек в£Г, неподвижных от­
носительно г-й итерации отображения 5>(и. Ь, с).

Ясно, что г = Я Д/, <т, Ь, с) ч-V л,(К, а, Ь. с).
Г-I

Можно доказать (см. (*), лемма 12). что в этом представлении 
только о ню слагаемое под знаком суммы может быть непустым, т. 
е. либо Г = Д,(>, а, Ь, с), либо существует г = г(/, а, Ь. с) такое, что 
Г -= .4 ։(/, а, Ь, с) 4- Д,(>.. а, Ь, с).

Таким образом, диффеоморфизм Я,(а,Ь,с) состоит из двух ком­
понент: одна из них индуцирована нм на множестве А((,а,Ь,с) пе­
риодическая компонента с фиксированным периодом, а другая инду­
цирована им на множестве Д х(/ , о. А, с)—апериодическая компонента.

Теорема 3. Если множество А(>^,а,Ь,с) имеет хотя бы 
одну внутреннюю точку, то можно построить гладкую собствен­
ную функцию краевой заОачи (•). . '

Справедливость теорем 2.3 устанавливается аналогично доказа­
тельству теорем 9.11 из (։). «

Теорема 4. Если при • = /0 для некоторою 1 /г п сущест­
вует (диффеоморфизм А», с»), конечная итерация которого 
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имеет неподвижную точку % такую, что '^орбита !К(л0,9а, Г) 
не является тривиальной, то существует собственный функцио­
нал оператора А, изоморфный ограниченной ее к тор-функции.

Теорема 5. Если при ՛=՛„ для некоторого 1<6<л чноже- 
СШбо А(*о, и». Ак.г») имеет хотя бы одну внутреннюю точку, то 
мочено построить гладкую собственную вектор-функцию краевой 

. <1чи (1) -12).
Рассмотрим тот случай, когда Й—круг.
•Лемма 2. Если Г есть окружность х։4-у*=1, то чнонсест- 

во А(1, а, Ь, с) ®0 тогда и только тогда, когда

- — /(д-с)*£< Д, (m=s2 3 /_1։2,...(т 1)). 
2 2 т

Таким образом, если р։ж=|ра։. р(-1£>а решения характеристи­
ческого \ равнения (Л * I )р։ с-|-/ —0, то множество А(>,а.Ь,с) 

совпадает с границей Г тогда и только тогда, когда есть чис-

ло рациональное.
Теорема G. Если - есть круг х։4 у։<^1, то функции

vi „{х, у) — cos т arc cos cos

I
т arc cos л sin

являются собственны чи функциями краевой задачи (•), соответ­
ствующими собственному значению ) => ։ т (т =2,3........../ 1.2... .

„ 1 а—с
•<—•». «с*» +

.'I е м ы я 3. Собственные функции т>։.т( х, у ) ( т = 2, 3 . .

/ — I, 2, ... (гл 1)1 образуют полную систему в МИ(Й).
। Пусть .V невырожденное преобразование, приводящее матрицы 
И, Я, С одновременно к диагональному виду. Из теорем 5, б еле- 

дует, что вектор-функция at = Л Vim.», где v/.m.n — вектор-функция. 
\k гая компонента которой равна т'.'т(х. у), а остальные компоненты— 
'нули, являются собственными функциями оператора А. соотнетствх- 
рошнмн собственным значениям
I »ь֊1 a /Qu-c»)* + »Lcn«

1 — * Г.м h — n m

{m —2, 3........... /=1.2, ... (m —1). k= I. 2, ... n).

Теорема 7. Вектор-функции Ui.mM (л>»2, 3, . . I—1, 2....

(m 1). k 1. 2.............«) образуют полную систему в U’H-*).
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Դ. Ս. ՃԱԿււՐՏԱՆ

Վեկւոոր*ֆա նկ<|իաների տարածությունում >| իֆ ե ր ե ն ւյ ի ա । օպերատորներ 

փնքի սպեկտրա| հատկությունների մասին

Վեկտ որ֊ ֆունկցիաների տարածութ յուն ում դիտարկվում Լ դիֆեըեն ցիտ / 
Օպերատորների փնջով ծնված Դիրիխլեի Ւ^ղՒՐՐ' ^*7 ա 3ո* 37Ոէ Է» "Ր ա ] 7—►
քսնդիրր Համ արժ ե ը Հ \{ • տարած ութ յոՀեոլմ ,Հ ին րն ա Հ ա մ ա լո լ ժ ե սւսհմա֊ 
նաւիակ օպերատորի սպեկտրալ հ ա տ կոէ թ յոլնների Ու սու մնասիրոլթ /անր ւ 
0 դտադործելով տիրույթի եդրադծի Հատուկ դիֆեոմ որֆի դմն երի րնտանիրի 
Հայտնի հատկություններ, հաջողվում է կառուցել այդ Օպերատորի րնդ^ան֊ 

րացւ^ա^ սեփական ֆունկցիաների որոշակի “ ա մա ի» մ ր ո է թյո ւն է Բերվում Լ
րավարար պայմանէ որի դեպրում հնարավոր է կաոու ցել ձ օպերատորի ո- 
ղորկ սեփական ֆունկցիա» Այն դեպրումէ երր տիրույթը շրշան Լէ կաոուց֊ 
վում I րա ւլմ ան դամ ա յին սեփական ֆոլնդցիաների սիստեմ ե ապացուցվում ֊>
(, որ այն լրիվ ( Ա/*շ տարածության մեքէ
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