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МАТЕМАТИКА

•1. М Погосян

К опенке сложности и приближенной расшифровке комбинаторных 
описаний

(Представлено чл -корр. АН Армянском ССР Р, Р Варшамовым 28/1Х 1979)

1. В работе (') было показано, что ряд известных комбинаторных 
проблем имеют эквивалентные с точностью до кодирования декодн- 
рования входных—выходных данных представления в стандартной

рме проблемы расшифровки описаний (ПРО), а длина минимально
го теста (д. м т.) таблицы, специальным образом построенной для 
данной ПРО. может в ряде случаев служить нижней оценкой ее пи
ковой сложности. Асимптотические оценки д. м. т. из (։) справедливы 
только для таблиц с попарно различными строками, а алгоритм по
строения нижних оценок д. м. т. из (3) по существу требует задания 
внутренней структуры таблицы. Из сформулированной ниже теоремы 1 
следует простой алгоритм вычисления нижних оценок д. м т произ
вольных таблиц с произвольным разбиением их на классы. Теорема I 
дает решение следующей экстремальной задачи.

Пусть //„ — множество всех А„-на6оров (*), -^=(п.т)—произвольная 
пара чисел. л>0. т 2". К, = |S| т), N, (S)-число всех
различных поднаборов длины i наборов S, /’= min (0«’<л&

& J К. &.V,(S)<C‘). Требуется построить систему S^K, такую, 
что VSA/‘'(S* । Подчеркнем, что в отличие от (4) эле
менты S* могут быть попарно сравнимы, а длины их заранее не фикси
рованы. - ։ * --yKJ

Пусть [2"} множество всех двоичных чисел от 0 до 2" I. 
«»:{2я}-*/?<,— взанмно-однозначное отображение |2"| на /?„ такое, что 
\ з(я£ 2я &ю(я) = А -»А = {/| 01, где(а)։—цифра /-ого разряда а,
\^i п. Пусть также Е,— |А(2я+1 1), Л՝(2" —2)...... Е(2п— т ]-2). где

'^—двоичная запись числа /,у—0,1,2......  2՞ ' — 1. <՛(։)
число единиц в записи я, я£|2"| и (А)(-Гый элемент набора А. 
1^/- .'А|. Справедлива следующая
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Георема 1. 1). Оля произвольной пары л>0, т<
<2". число I* существует;

2) УХ (Хел;

3) Л’/(Л',) = С' — V £•< ' где а/=(«»(։'п—1, 0^1-^п, а'£]2" .
• о

<■(’')= Л I и И։(»2>а'& £•(։) = <);

Р Г >1 о
4) если ‘^т— |<\՝2" /, при р(_ о, I......п- 1|. х\>- / =0 , то

/ » /-։ “
С(=/’+1-

Ясно, что если К\...... К, — разбиение произвольной таблицы Т л-
мерных булевых векторов /тэ»2. X -множество всех максимально недо
пустимых наборов для пар векторов из К\. К, (*). а /я = |Х’|. то 
։‘ может служить оценкой д. м. т. для Г.

2. Временная сложность отдельных ПРО может быть непреодо
лимо большой не только относительно актуально известных алгоритмов, 
но и относительно оптимальных. Для таких проблем критерий вре
менной сложности теряет свою адекватность, поскольку ни при каких 
разумных ограничениях на ьремя вычисления индивидуальных за
дач точные оптимальные решения не могут быть получены и каждый 
реальный разрешающий алгоритм будет приближенным. Возникают 
проблемы выбора подходящей меры эффективности работы алгоритмов 
приближенной расшифровки описаний и ее вычисления. В качестве 
такой меры нами предлагается вектор с компонентами усредненных 
временной сложности решения индивидуальных задач и числовой 
оценки отклонения этих решений от оптимальных. Определение по
нятия оптимального при такой мере алгоритма нетривиально; н част
ности, при игровой интерпретации проблемы аксиома симметрии 
Нэша (*) не выполняется. В данной раб зте рассматриваются оптималь
ные только по критерию среднего отклонения алгоритмы при 
фиксированном среднем времени. Тем не менее при отсутствии ана
литического представления оценки по этому критерию требуют анали
за каждой индивидуальной задачи, что, как правило, нереализуемо. 

। Для одной из таких комбинаторных проблем —поиска оптимального 
управления и шахматах (ПОУ*) (։) получены локально проверяемые 
достаточные условия увеличения среднего сходства. Доказательство 
соответствующей теоремы получено при предположении о прямой за
висимости между местом, занимаемым данной шахматной стратегией 
и абсолютном турнире всевозможных стратегий, и степенью се бли
зости к оптимальной.

3. В дальнейшем изложении определения и обозначения, вве
денные н {՛)• предполагаются известными.



Пусть К верхняя граница времени, допустимого при решении 
индивидуальных задач ПРО произвольным алгоритмом предельных 
вычислений (АПВ). • .»

Определена е. Будем говорить, что функционал 4» предка »- 
начен для моделирования квазнфункцнонального отношения », ®с 

7 X}. если X{Дф(«К) )■ Соответственно, АПВ / предназначен 
дли моделирования ©, если функционал, вычисляемый /. предназна
чен для моделирования ©. а каждая гипотеза нп выходной ленте / 
является элементом из У.

В частности, для ПРО нее гипотезы являются парами множеств 
(ПМ) из Г. Ж 1

В дальнейшем рассматриваются только -ограниченные АПВ. 
Класс таких АПВ. предназначенных для моделирования ?, обозначим 
через й,. , ■՛

Предполагается, что для каждой исследуемой ПРО определен 
алгоритм сходства А. который гипотезе й ставит в соответствие
число .4(<? .й ,//,)—сходство гипотезы й с ©-приближением заданной 
входной записи и. Предполагается также, что 0 .4(=,й ,«)<!, \’ий 
(а££/&й£у(и) • А(® ,й .//) — 1) и чем больше А(<р,й,//), тем достовернее 
гипотеза//. Разность 1 А(«. й. «)=/։(?, й. и) будем называть откло
нением гипотезы й. Например, аналогично (’) можно использовать 
п(<М./П= т1п4тг“ ’ где , <Л1, Т. <?, Со, С^>-па-

раметры произвольной ПРО. Если й=/(«), где /—заданный алгоритм 
поиска управлений (АНУ), то вместо /;(©./։,«) будем писать с/(?,/.//).

О п р е д е л с и и е. Комплексной сложностью отношения « 
на аргументе и относительно АПВ /, или <«./.« КС, назовем 
вектор </(©,/,//). Л(®./,//)>, где а(?,/. «)—отклонение гипотезы й. 
построенной / в момент останова, при входной записи и. а £(<р./,«)= 

•$(?./. и) с. . .= --------------- , где л(?,/н) — время, затраченное на построение й.

Средней комплексной сложностью © относительно /. пли <Ар./> 
САС, назовем вектор <а(?,/), й(?./)>, где «(<£.<)- 4֊Уа(©./. и) 

|й|-| < 

и й(®./) = — V
\u\Xv ։г

4. Введем понятие оптимального АПВ, предназначенного для мо
делирования отношения о. В нашем представлении оно связывается 
с множеством Р минимальных относительно нижеследующего упоря
дочения Я® АПВ:

У/։/։С/՝-(/,/?' /։ • •//(=, /։) «(?./,) ЛЙ(з. /։)<Й(э./,)).

г хе <։(©,/,), А(?./|)-компоненты <?,//>СЛС, / 1. 2.
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Легко видеть, что A-.' n V/։/^F(n(T/,)>*<=. л».
Наши попытки упорядочения F на основе векторной разности 

СКС элементов F приводили к противоречию с Лп. Незуслешн ш 
оказалась также попытка определения оптимальности по Нэшу (։), при 
интерпретации проблемы н рамках общих арбитражных схем (•). 
При этом н качестве I и II игроков рассматривались два противо
положных начала, присущие каждому АПВ и ответственные за из
менение компонент сходства х։=1—а(ф,/) и быстродействия 
-Ч = 1 -/>(?.Л. й семи х, и х։ принимались за долм игроков при 
дележе (х|։ х։). Исходный дележ при отсутствии соглашения при
нимался ранным (0.0). В такой интерпретации проблемы можно по
лагать. что все аксиомы Нэша за исключением аксиомы симметрии 
приемлемы. В последней требуется инвариантность оптимума при 
перестановке игроков, что несовместимо с существенно различной 
природой сходства и быстродействия. Принятое нами упорядочение 
ЛИВ основано на их снедении к некоторым, вообще говоря, другим 
ЛИВ класса F, с одних։ и тем же средним временем вычислении и 
сравнении приведенных АПВ по значениям среднего отклонения.

Определение. При заданных отношении ? и среднем нормиро
ванном времени я, 0 Л'Оптимальным АПН в классе F- назовем 
произвольный АПВ j*£F такой, что |6(?./•)—։| = min|6(-./) ։|. Ясно, 

/е* 
что ։-оптпмалы1ый АПВ существует.

5. Пусть исходная ПРО L» имеет параметры <Л1, /". ( . ?,Сц С։>. 
Приближенной ПРО относительно назовем проблему, в которой 
дополнительно к Lo заданы՝. допустим эе время t.r решения индиви
дуальных задач Z.o, алгоритм сходства А(։,Л.м), среднее нормиро
ванное время ։ для оптимального в классе Fr = F(Со. С։I АПВ: 
требуется из множества F, выделить «-оптимальный

Приближенную ПРО будем задавать системой параметрон 
<А1. Т', U, ?, Со, Си10, А, «>. Отметим, что использование в ней пэры 
<_?, А> н определенном смысле равносильно переходу к размытым 
отношениям по .’I. Заде. Исследование влияния .степени размытости* 
на СКС, регулиру-мое посредством И(А.^р. может дать сравнитель
ные оценки эффективности различных типов классификаций, в част
ности, определяемых отношениями эквивалентности, толерантности 
или размытыми.

6. Итак, приближенная ПРО сводится нами к оптимизационной 

проблеме, в которой оптимум задается требованием пВп.уг^ a(<f.f,u) 

при условии 7>(f./) = x. В общем случае вычисление «(?./) связано 
с вычислением п(?,/.«) при кажом u£U, что при больших |( | не
реально. Практическое использование критерия *։(?./) в этом случае 
возможно только для таких ПРО, для которых удается выделить 
локально проверяемые методы его оценки. Рассмотрим одну из 
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таких процедур для ГЮУ“. Она основана на предположении о том, 
что доли выигрышей, ничьих и проигрышей заданного АПУ f в 
играх с произвольными другими АПУ при фиксированной начальной 
позиции Р прямо пропорциональны долям концевых вершин соответ
ствующих типов в Р-стратегин. порожденной /. Это предположение 
уточняется посредством нижеследующей аксиомы 1.

Пусть Н—множество специальным образом подобранных позиций 
шахматной игры И, используемых как начальные. Будем считать, что 
определен алгоритм упорядочения (локальный) А,, который по 
результатам матча заданных АПУ f, и из 2|ЛУ| партий, с правом 
первого хода для /։ и f, ровно один раз в каждой позиции из //. 
х казывает. равносильны ли ft и // (/<-=/>) или ft выигрывает у f, 
(Л-/) ' '՜ & Z |Я - \

Будем говорить, что для множества АПУ F определен тур
нир Т с параметрами <//. Н, Ал, ". Дп. Аг>, если заданы множество 
начальных позиций Н. среднее допустимое время " выбора хода в 
произвольной позиции, алгоритмы А, локального упорядочения АПУ 
по результатам матчей с начальными позициями из Н, Ап выбора 
пар из F для сравнения и Аг—(глобального) линейного упорядочения 
всех АПУ из А на основе графа матчей. Если АПУ /( и /у занимают 
места i и у относительно упорядочения Аг, то будем говорить, что

сильнее // (f,^>fу), если i<^f, и ,// эквивалентно //* (Л=/Д 
если i=j. ՝ "

Пусть также Р -множество всех позиций грз |)а игры ПОУ" и /■՝*— 
множество всех неэквивалентных (т. е. отличающихся управлением 
хотя бы в одной позиции) АПУ в IЮУШ. Ясно, что F' конечно. 
Рассмотрим для /՝• абсолютный турнир !*=<>/. А/, Д’, Д' 
А’^>, параметры которого определены следующим образом.

Пусть при <1,/(Р)£|0, 1,2,), есть результат партии

ftC.fi при начальном ходе из позиции Р для /<։ ац = v(ti/ (Р) и 
|Р| рТр

1
at/. Тогда в Т* полагаем: 1) /Г=Р. 2) алгоритм А*

такой, что \'ftf^F (J, >~fi—ciit >а jt)&(fi^fj~ alt =ац ); 3) x* -= a./0;
4) алгоритм А" определяет ровно огни чзгч каждого АПУ из Л՝' со 
всеми остальными, т. е. является круговым; 5> алгоритм А* такой, 
цтГ) /4Величину н/будем назы
вать абсолютным коэффициентом \ПУ //,/у^*, а место относи
тельно упорядочения А*—абсолютным пестом

По определению ПОУ“ оптимальная Р-стряитня доставляет

max 
оеов

m։(G) 2/п։(6)
----- , где 01,(0), от.(О) и m((i) число ничейных, выиг 

'Jm(U)
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мерой Д(?./лР).

рышных н всех концевых вершин О, всевозможные Р-стратегии.
Естественно считать Л.А1*— т*( /ДР))

2т(/։(РП

<. другой стороны величина —— у а, (Р) содержательно близка к 
К 1^’’

Я(?.Л.Р), поскольку рассматриваются всевозможные АПУ//. и потому 
можно считать, что доля исходов их встреч с /( имеет одни 
и тот же коэффициент пропорциональности для концевГях вершин 
каждого из типов стратегии /,(Р). Это предположение лает основание 
для принятии следующей а к с и о м ы 1: для произвольных ЛП.У / 
и позиции Р сходство А{*,/.Р) стратегии-гипотезы /(Р) с опти

мальной равно।аи (Р>-

Следствие 1. Среднее сходство гипотез, порождаемы:-. а- 
данным АПУ /, равно абсолютному коэффициенту /.

Следствие 1 при некоторых естественных предположениях
позволяет оценивать среднее сходство АПУ /. используя результаты 
матчей / с другими АПУ, что в отличие от строения Р-стратегий 
представляется более измеримой величиной.

Пусть /.(г/7*, / номер абсолютного места /,. 1<<^т, ш = |Л'*|. 
Принимается следующая

Гипотеза I (о зонах устойчивости). Оля произвольного /, 
I । т. существуют натуральные числа А{. А'(/'>А!_/'>А ) 
такие, что при произвольном /. \^*£т, как правило, справедливы 
следующие утверждения-.

Г)»/ /Д 2)/>/+Е-/<

4)/<1 /'-/,-«//.

Гипотеза 1 хорошо согласуется с нашим представлением о .сильных* 
и .слабых* шахматистах, отраженным, в частности, посредством 
рейтингов Эло. А именно, с ростом разницы рейтингов АЛ игрока < 
относительно игрока /, по таблице Эло (’), растет процент ожидаемых 
от I очков в матче между г и /. При этом если ДА<735, » может 
как выигрывать, так и проигрывать /; в противном случае I всегда 
выигрывает. Полагая АЛ пропорциональным разнице мест ։ и / в 
абсолютном турнире, можно видеть, что выводы Эло и гипотезы I 
аналогичны.

Усилив гипотезу 1, полагая ее утверждения с вероятностью больше 
определенного порога, связанного с границами А и /, достоверными, 
можно указать локально проверяемые достаточные условия того, 
что один АПУ сильнее другого.

Теорема 2. 1)ля произвольных АПУ /, и /:
а) если существует множество АПУ Р' такое, что
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if - л՛, । ч /')« турнире т = <//,//*. а; . т’.Дп,
А,^> оля F' \ft.fj}. ide Н\ A', t*- те же. чти и в абсолютном 
турнире, а А„ обеспечивает встречу ft и f, с каждым АПУ из F'. 
т<> б) ее ги существует множество F" такое, что 

*{— 1 и f)*-(&/!֊* я вышеуказанном тур
нире Т. то /£>/,. ՝■

Теорема может с тужить ориентиром при экспериментальном срав
нении усилителей \ПУ. Даже при отсутствии оцен ж для Л и /, ис
пользуя теорему, по меныией мере можно утверждать, что чем больше 
F (7 '|). тем достовернее выполнение неравенства //">//. Трудностей

вычисления величин ач *= ֊— V связанных с отсутствием
|Р| р(-р

всего Р. можно избежать рассмотрением сбалансированных позиций 
(•). При отсутствии таконы х приемлемого приближении к att можно 
остичь посредством других, априори равноценных дли f։ и f> позиций.

В заключение автор ныражвет глубокую благодарность Г. Б. 
Маранджяну за полезное обсуждение работы.
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համտրսկան Հ/ J • 0 ե Ш ՝ ձ ամ րողօ Համար И հղորսէխրսն րաւք”
i/օւ^րսն m ենթ արաղմ tu/1 (աններից կտոտ gt/աձ 4 ի սիստեմրէ Նրա I հղո~
րաթ(ս»\ւ ենթ արա ղմ nt թ (անների №լ(քէ I մինիմէսլ է այն փո^րաւրււլն

" ■՛ ■> F-II- ւամար. որ ղոյու թյուն ntՆք. Ա(Տ)ՀՇ՛ պա լմանին րավտրա- 
րորյ տրված տիպի որեէ մի ոիսէոեմ \ւ

Լա յանի Լ, որ նկարացրութ (ունների ղեկողավորմ ան պրոբ(եմներիե կա^ 
1,^էՒ է Համապատասխանեցնել հատուկ Ո-չափանի րոպչան աղյուսակներ է 
որոնց մինիմաք տեստերի երկարությունները կարող են տալ այղ պրոր( եմների 
անհատական խնդիրների մ արսիմ ալ րարղոէթյան ներրին ղնահատ ականներրէ 
Վերոհիչ յալ ի սիստեմի հիման վրա կամայական րույյան Ա1 ղ I ո լ ս ա կն ե ր ի կա
մայական ղասերի տրոհման համար աոայարկված 4 մինիմալ տեստերի ե/քկտ- 
րու թ յոէննե րր ղնահատելու մի պարղ ալղորիթ մ ք ոըր տալիս Լ այւյ ղնահասւս»^ 
կասներր Նույնիսկ այն դեպքում, երր ի ս կղըանե հայտնի են միայն ղասերի 
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ման պրսրլեմի ղաղափարրւ
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ԿախմШ տալին Օ1^ տիմԱ1( ղեկա^արմաՆ պրոբլեմի մոտավոր ղբւ/ածբի 
համար տրէ/ած են ղիտվող ե օպտիմալ ալգորիթմների միլին տարբերուք/յաՆ 
գնահատման լոկալ ստուգվող տնհրամեշտ պայմտններւ
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