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(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Р. Л Александряном 14/ХП 1979)

В настоящей заметке применяется .многомерно матричный подход 
К исследованию корней алгебраических многочленов Рассмотрены 
многомерные матрицы, определенным образом составленные из коэф
фициентов многочленов, и порождаемые ими детерминанты применены 
к вопросам о кратностях и о лежализацин корней Попутно установле
ны неравенства, являющиеся многомерным аналогом неравенства Нью
тона с взвешенными элементарными симметрическими функциями, а 
также получены некоторые необходимые условия знакоопределенности 
и знакопостоянства однородных форм высшн.х степенен.

Вопрос о существовании корня заданной кратности был рассмот
рен еще Д. Гильбертом в терминах инвариантных многочленов (') 
(более общин результат в том же направлении содержится в (*)).

Для детерминантов рассматриваемых матриц получены выраже
ния, позволяющие указать нижние границы для максимума модуля 
корней и максимума модуля разности корней многочленов, а также 
верхние границы для минимумов этих величин. Оценки верхних гра
ниц максимумов и нижних границ минимумов указанных величин .хо
рошо известны (см., например, монографию (3)).

в ՛'. 1, Г и п е р л е т е р м и и а и т ы многочленов
Каждому многочлену «-ой степени надполем комплексных чисел 

" /л \= «г" ' ((|0 - 0) поставим в соответовне систему ՛.%)
7л>\ / /

(/? 2.......п) многомерных матриц ('), определяемую следующим
образом: Ар • |го։ . 4/г|. . >р - а<։+ ... .^ = °. 0. Для гнпер-
дегермннантов матриц Ар наедем обозначение А,.

Теорема 1. 1)ля гилердетерминантов соответствующих 

алгебраическому многочлену я(г) = V ( 1а4г"-'. справедливы еле- 

дующие формулы предет ;вления;
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где суммы берутся по таким всевозможным размещениям (без 
повторений) из чисел 1....... п по индексам 1՝ , ,{։1 (соответствен
но по индексам ։„... ,/։»♦։), что порядок расположения скобок 
и индексов в самих скобках несуществен.

Следствие 1. Если многочлен а(г) л-ой степени («^>1) обла-

дает корнем кратности т. причем т> л 4- 1
то имеет место

2
ряд равенств:

A;,», ш + н =0; i 0;...; А, = 0.

п
Следствие 2. Если все корни многочлена a(z) = aoll(z — z,)

I
вещественны (и0 7- 0 и также вещественно), то ( — 1)’Д։/^0, /

л
2

Следствие 3 (признак существования комплексных корней). 
Если а(г) — многочлен л-ой степени с действительными коэффициен-

тами и при каком-либо / = 1 л
2

выполняется неравенство

(— 1 )‘Ьц <^(), то многочлен имеет комплексные корни.
Следствие 4. Пусть л(г) = а0 г* 4֊ 4а։ г* 4֊ 6а։ г* 4- 4а։ г 4- — 

многочлен с действительными коэффициентами. Тогда, если Д4<^0. 
то многочлен имеет ровно два действительных и два комплексны՝: 
взаимно-сопряженных корня.

и . 2. Максимальная кратность корней.
Предложение 1. Пусть все корни и коэффициенты много-

члена п(х) = действительны.

Многочлен <1(л) имеет корень максимальной кратности т

j ) в том и только в том случае, если выполняются

условия: (— I)"-* Для „>>0; А+и 0.
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Следствие. В условиях предложения 1 максимальная крат

ность корней многочлена и(.с) равна гп ( т > п -4- 1
2

томв и

только в том случае, если выполняются условия:

( при любом ~ т и

= 0 при любом п — т 1

* / л\Если задан многочлен а(х)=^' ( 1

п

2 Г
с действительными

коэффициентами, о котором заранее известно, что все его корни 
действительны, то можно вычислить максимальную кратность его 
корней. Предложение 1 и следствие из него позволяют дать следу
ющий алгоритм для решения такой задачи:

0-й шаг. Вычислить Ацл/3| Если АЧ(,/։1 =0. то имеет место це
почка соотношений

Д}| =0 при всех п — т < н (-1)—Л».-ж»>0,

из которой определяется т-макснмальная кратность. Если же (— 1||яЛг1 
ХАг(л/ч >0, перейти к следующему шагу.

т-й шаг (/>0). Применить 0-й шаг к многочлену а((х)-Н0Д 
многочлена а/֊։(х) и его производной (полагаем <т0(.г) = а(х)). Если 
при зтом выяснится максимум кратности корней многочлена а,(х). 
равный некоторому т1։ то т = т, /. В противном случае перейти 
к 14֊ 1-му шагу.

В последовательности шагов есть некоторый последний й-й, на 
котором либо непосредственно выясняется искомый максимум т = 
= /яй4֊й, либо <ь(л) Е и тогда ли - 0. и, следовательно. т = Ь.

п . 3. Неравенства с взвешенными элементарными 
симметрическими функциями.

Пусть .г,£/?(/=!.......л» и .....1)-взвешенные элементар

ные симметрические функции чисел xi.pt— ( ) £_с ,
I

Известны классические неравенства Ньютона

\Р՛ -+/!«։ 0 (/. )=0,1 ; О г < п — г) (2)

Неравенства (2) являются частным случаем более общего утверждения.
Теорема 2. Оля произвольных л։.......х.£К и фиксированных

- у)«5 /< 0 г пI и г и неет нест о нераленстло՝.
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(3)(-D'|P ± ■ |> 0. (/,. .... ia = o, I).
r + «i t-... + G/

и .4. Необходимые условии знакоопределенности 
форм.

Рассмотрим однородную симметрическую форму 4-оЛ степени 
двух гействнтельных переменных, с действительными коэффициентами 
<։(о.З) v( *)«,։*՛?՛. Гипердетерминант 4-мерной матрицы 2-го 

порядка Л = >։*, к, о. ». (Л։, k։. k3, $4 = 0,l), называемой матрицей
формы <!(։. Э). равен: |Л| = aoai — 4</։а։ -|- За’.

Теорема 3. Гипердетерминант формы <։(։, 3)=v ( 1 'jo,։1 '3' 
ДМ / 

положителен. если форма знакоопределенная, и неотрицателен, 
если она знакопостоянная, ■■1 Ш

Более обще, рассмотрим однородную симметрическую форму 
l oft степени п действительных переменных, с действительными 
коэффициентами: \

Л
а(л, .......v„) = vutJ„ х,xt.vj.

Детерминант той или иной сигнатуры минорной матрицы данной 
матрицы .4 принято называть минором коснгнатурного детерминанта 
матрицы Л (•).

Теорема 4. Если однорооная симметрическая форма 4-ой 
>тепени действительных переменных с действительными коэффи
циентами такоопреоеленная (знакопостоянная), то все главные 
миноры 2-го порядка гипердетерминанта ее матрицы положитель
ны (соответственно неотрицательны).

Замечание. Утверждения, аналогичные теоремам 3 и 4. 
несправедливы для однородных форм степени к 2(27-4-1) (/> 1). 
Достаточно рассмотреть следующие лье бинарные формы:

Q,u.y)=(^+ /)и+’;
2/ + >

Qj(a՜. у) = п |у —(а* м)х] |у — (а* — ։/)л|,

где аД/?.а, ?֊ а) при / /. в >О—достаточно малое число. Обе они
положительно определенные формы, хотя их гипердетерминанты—от
личные от нуля числа противоположных знаков.

п . 5. Детерминанты пары многочленов.
Пусть даны два многочлена л-ой степени над полем комплексных 

чисел:

аГ0)(л) V ( " ^(/(<>) хп i у (" J(/in хп ' .

Составим из их коэффициентов 
........... —

п Д 1-мерную матрицу Л(а(0’,а(|у)
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Рассмотрим детерминанты наиннэшего и наивысшего родов (пер

манент | .4(«։% «•’»)! н гиперлегерминант |а<։») |) матрицы

.1 е м м а. Имеет чес то следующая формула преостанления

| Д(а։°>, а'։>) | = ——- рег^Ч*!'^. (4)
и!

Следствие. Для гипердетерминанта матрицы Л(а։0>, спра
ведлива следующая формула;

|о<»)| => Jfsi±a—perpri0’-х<111 
я* !•

л /Я \ п /П \Теорема 5. Пусть а(х) = V/ ] а,хя՜'и Ь(у) V/ 1£,у’

многочлены над С, х°—р-кратный корень многочлена й(л) и <■ 
кратный корень многочлена Ь(у).

Тогда имеет место неравенство в каждом из следую
щих случаев:

/Я \1) х° = у V( 1Н . W
\ z /

п / п \2) д-у=1 V (-1)0 ) ihbt 0;
1-0 \ 1

— п /// \ —
3) л° /; )аА,-< 0;

I-CI \ I /

4) л('7—1; V (֊1р/Л
• - о X 1 /

5) .e>=-yft; V \aibn ։у 0; 
о \ » /

6) .тОу»=֊1; v ( " ] а,Ь. -0;
“и \ I /

7) л V (”
/-о X /

Следствие. Пусть а(л) = V\-многочлен над С, 
/-о\ / /

п
а-ето корень кратности ц. Тогда выполняется неравенство — 

во всех перечисленных ниже случаях.
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1) а—любое комплексное число, // четно.

/-о \ i /
л /Л X —

2) 2-любое действительное число и V( |)ц ։а,ая<^0;
i-9 \ i /

3)|o|=l: v (_|у(я\|а,|«^О; .
Го \ < /

п /п \4) 1 = + 1; v (— I )՛ ( ) а! =г0;
i-o \ • /

5) Rea=0; V ("\а<а„.
“ \ i /

п . 6. Локализация корней многочленов. 
\ " /л \

Пусть гп—корни многочлена а(г)= V / р/г"՜'. Вве-

дем следующие обозначения:
D<»>= max 

i«. /<«-»
max

где Z**»..................... — корни
а»։

этом a'°’(z)^4J(z)).

</<*»= mln

r(t> ■= mln I*4*’!.

Ar-ой производной многочлена «(г) (при

Исходя нз формул (1) и (Г) для гипердетермннантов можно
получить некоторые оценки нижних границ для £)<*) и и верх
них границ для </<4> и г<*>. Так, например, формула (1) прнменитель-
но к многочлену приводит к следующим оценкам длн /7*> и

(51

(6)

где А л —гиперлетерминанты многочлена </(*), дискриминант 
многочлена (<։’„•') *а(М(г).
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В частности, полагая в (5) и (6) Л = 0, получаем соответствую
щие оценки для О и <1.

С помощью формулы (Г) выявляется следующая снизь между 
величинами /?<*' и Р։*(:

/?*’ Р<м*' (7)

п — к
2

Рассмотрим матрицы более общего вила по сравнению с матри
цами .4,: ՛

Аг.р = Ваг+ц+ ,, (^։, • • •, 1); О^г<л —2, р = 2, . . ,, п—2).

Гнпердетермннанты матриц А,.р обозначим через Д,г. В част
ности, 

Замечая, что

и применяя формулы (•) и (Г) к многочлену՛ приходим к
другим соотношениям, связывающим /?<и и Р‘։:

(8)

Зная верхнюю границу для какой-либо из величин Н'к' и Р՛*’. 
с помощью (7), (8) и (8') можно получить соответствующие нижние 
границы для другой. Например, если 41 —верхняя граница для О 
(некоторые оценки см. в (’)), то из (7) следует оценка для /?:

(9)
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и обратно, если / —верхняя граница для 
также см. в (։)), то

/? (оценки угой величины

(Ю)

Применяя формулу (1) к многочлену (г), приходим к следую
щему неравенству: 1 Ч

1(ացմաշափ մատրիցաների կիրաւււււմյւ ршցմանցա մնեւ ի (ւԼսւացււտուрյան մեէ

Դիտարկված են բազմանդամների րյ ո րծ ա կի ցն ե ր ի ց կազմված րաղմ աչափ 
մ ատրի ցան երւ Այդ մատրիցաների ղետերմ ինանտների Համար ստացված են 
բանաձևեր ե ցույց են տրված ա յ ց րան աձևերի տարրեր կիրաոութ յուններր 
րա ղմ տՆ քյառների արմատների րա ւրք ա սյ ա ա ի կութ յան ր կ յո կ տ յ ից տ ց ի ա յ ին վե
րաբերվող • արցերոէմ է

եւխէսվոր մինորների տերմ իններով ծետկերսր^տծ են 4-րդ աստիճանի »սւ • 
մէսսեո ձևերի նչանա-^ որոշակիոէԲւան անՀրաժեչտ սյտ յմաններրւ աղ մա չավ»

г(*1< Щ|П

Заменяя в (11) /)’** на Л!<*>, где ЛГМ верхняя граница для Л)'*1, мож
но получить соответствующую верхнюю границу для г<*>.

Пусть а(х) и Л(у) — многочлены л-ой степени над С. X/—корни 
первого и у, корни второго многочлена Н’-1, . . л). Введем обоз
начения:

Г)(и. Ь) шах |х, у |, <1{а, Ь) пнп|х, —у/|.

Из (4’1 получаются следующие оценки для этих величин:

О(а, Ь}^ |Л(ц. А)|

մ(ս. ծ)< ч„Ь0К(а, Ь] 
|Л(а, й)|

(12)

(13)

где К(а, Ь) - комутант многочленов а~՝а(х) и л).

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

н и. шшт
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ղետերմ ինտնտների Համար ստսւցւ/ած են ան հ ա վ ա и ա րո ։ ք) յոէնն ե ր , որոնր մ ա и • 
նովոր ղեպրում ներկա յացն ում են Նյուտոնի հայտնի ան հավ ա սա ր ութ յո։ն - 
ե/ւՀ’, կշոյա/ էլեմենտար սիմետրիե ֆունկցիաների վերաբերյալ։
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