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Необходимость нахождении минимальных нумерации вершин гра­
фа возникает при решении ряда задач дискретной математики. В част­
ности, в (1) указывается необходимость нахождения минимальных 
нумераций вершин единичного « мерного куба при рассмотрении 
некоторых задач в теории кодов н предлагается соответствующий 
алгоритм. В (’) изучаются некоторые свойства минимальных нумераций 
тора, сводя дискретную загачу к ее непрерывному аналогу. В (։) рас­
сматриваются нумерации прямоугольной решетки, при которых мини­
мизируется максимум абсолютных величин разностей номеров смеж­
ных вершин.

Все неопределяемые в работе понятия можно найти н монографии 
(*).

. Пусть О(А',6')—граф со множеством вершин A' (|.V| = .V) и мно­
жеством ребер U. Каждое взаимно-однозначное соответствие о : X - 
—11,2,........V; называется нумерацией графа G, a ?(*)■ номером верши­
ны х .Множество всевозможных нумераций графа G обозначим через 
’I’o.

Число E(-^.G) 1 |й(х)—«р(у)| называется длиной нумерации ?, а

число E(G) mln £(?, G) длиной графа G. Нумерация ®в называется 

минимальной, если Л'(?0։6) = £’((/). Множество всех минимальных 
нумераций графа G обозначим через Ф£.

Пусть Т£ФО; С,В~Х-, СПЙ = 0; k = l"V Введем следующие 
обозначения:

...(СЛ) = | (-v.y)Z у€Я||;

•>՛(/Л—՛՛•(/?. A (91;

А* - {f '(I)......
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Мв)=|1(*.У)/(-К.УК^՜. У^ н- ?(*) ?(y)l|-|{(-V.v) (x.y)£6’;
д-ея: )Ч Л: 5(.d f(v)||;

= |в| '
Из (Ч известно, что

£(?. G)

Определение. Множество Л С Л’ назовем сплошным относи­
тельно нумерации если шах?(л) —mln<p(x) — ]А|—1. 

хел хед
В дальнейшем, если будет ясно, относительно какой нумерации 

.4 является сплошным, скажем, что А—сплошное.
Определение. Ска ж м, что множество В~Х при нумерации 

с непосредственно следует за множеством АсX, если А,В сплошные и 
min c(x)=max<p(x)-f-l. 4 •

лСв лЫ
Определение. Скажем, что множества А, В~Х независи­

мы друг от друга, если и»(А, /?)=0.
.1 е м м а. Если множества А.В ~Л' независимы друг от друга 

и при нумерации непосредственно следует за А. то

Ч(А)^։(в).
Граф со множеством вершин П"" = Ixi.j,.,— назовем прямо- 

/• Сл
угольной решеткой (и обозначим через Р'"-*). если вершины л, , х* , 
смежны тогда и только тогда, когда |։—Л| -+- | j— е| = 1.

Пусть р т, 1 e^q<n. Обозначим

П':«= |Л|,>/х/./€П<"к i р\ e<J^q\.

Определение. Множества П'} назовем открытой полустро­
кой (соответственно -закрытой полустрокой и т-ой строкой), если </ = 1, 
с т (соответственно <Г>1, с — т и с! = 1, с« т).

Аналогично определяются открытые и закрытые полустолбцы и 
У-ый столбец.

Определение. Множество А — П'"" назовем сжатым относитель­
но вершины Х| । (соответственно относительно Л|,я> хт.|, л,,,), если 
из х.^А следует, что П'-'։СА (соответственно—П}" А. П^/г. А, 
П7/СЛ).

Определение. Нумерацию ?£Фр>"« назовем сжатой относи­
тельно вершины хи (соответственно—относительно х։.я, лж.։, х„„). 
если для любого /г -\.тп множество Акг сжато относительно верши­
ны хп (соответственно—относительно Х|.я, хт.։ хт я).

Теорема I. Если п. то для любого к |, тп множество 
А* сжато относительно одной из вершин
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I еорема 2. Оля каждой из першим хм, х„ ь хт п 
существует минимальная нумерация, сжатая относительно этой 
вершины.

Теоремы I, 2 можно доказать, используя ичею доказательств 
аналогичных утверждений из (։) и соотношения (•).

Мы покажем, что каждая минимальная н\ иераиня, сжатая отно­
сительно вершины ли, разбивает П" * на подмножества А, (/=177), 
причем Л+։ непосредственно следует за .4, (рис. 1). и дадим струк­
туру нумераций множеств Кроме того, опишем класс минимальных 
нумераций.

Те о ре м а 3. Пусть п т. Нумерация. ^Фр՞.* минимальна 
тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:

А) Оля каждого Ь = 1, тп .4* является сжатым относи­
тельно одной из вершин лм, х,.„, х„л, хт.я;

Рис I Рис. 2

Б) Пля каждого т==1,(1 множества Г1*}, П{ "_1 + ։— сплошные, 
причем сплошными являются так ясе множества П' ՛ либо и 
п^» -1иб° п'|л1{ГЬ՛ __

В) Оля камсдого ։=Ч,а множества П* 
сплошные, причем сплошными являются также иножества

п-՛.,‘й ,♦> «.«п«:м ”։б° 
Г) Оля любых 1=а \,п—а. / = а^ \, п — а. 11. т—а 

множества П*-' П՞1'- . . ГВ? являются сплошными, гое 1.1

Нумерации, удовлетворяющие условиям Л), Б), В). 1 Ь изображе­
ны схематично на рис. 2. Фактически нумерация минимальна тогда 
и только тогда, когда она удовлетворяет условию А) и множество 
вершин, лежащих на каждом отрезке, помеченном жирной линией па



рис. 2, является сплошным, причем помеченные кружком принадлежат 
одному из смежных отрезков.

Мы приведем ряд утверждений, из которых последует справед­
ливость теоремы 3. Я

Обозначим

Л'.-П’;--1 и п-г11; .v։=n։՝։-’--'•

Утверждение I. Пусть • минимальна, сжата относи­
тельно вершины .4.1.» и АСА’,. Тогда

«1 если х$.\\ и .4 непосредственно следует за х, то |л|[>'Д — 
открытии полустрока, либо открытый полустолбец;

б) если х$Х9 и х непосредственно следует за Д, то А {х} — 
закрытая полустрока, либо закрытый полустолбец.

Следствие. Если закрытая полустрока (закрытый полу­
столбец) В непосредственно следует за открытой полустрокой 
(открытым полустолбцом) А. то АЦВ—строка (столбец).

В следующих утверждениях предположим, что ?€Фртд » сжата 
относительно вершины Лц. Кроме того, положим о = т1п։(х), Л 

лех,
= ։р(хв»|.>). где а — наибольшее /, что Хц£Д’. Заметим, что номер V 
может получать одна из вершин х,.я и xw>2 .

Допустим = и т.я>5.
У тверждение2. Множества П?-?, П? ■" ., П" * П" ".. . - 

сп лошные.
Утверждение 3. ГГ։'։ сплошное для каждого i = l,a.
Утверждение 4. /для любого ,/^Д’ «а.
Утверждение 5. Оля каждого i^n а. если х1,„^А\ то 

П՛.-" , .—сплошное. ։ -14 1
Следствие. Если П*-*— сплошное, то a<ji/2 и множество 

Ilf " —сплошное. i.a —о +1
Пусть V- Наибольшее I, для которого xw_14.։.(,_<«. i€

^П"-*\.Д^-։, обозначим через а. и пусть h = ?(ла_;>). Рассмотрим 

нумерацию -(х) = тп 1 —»(л ) (x£nm "). Ясно, что сжата

относительно вершины xW(l н mln ®(л) = v. 
»fX|

Применяя утверждения 2 5 и следствие утверждения 5 отно­

сительно нумерации (f. получаем, что для любого е- 1.0 П" ", . .

- сплошное и для каждого л/.ХП"-"’՝՝Д;'՜1 Е>т—а. Кроме того, для 
каждого k п—а, если лж_։+.|. то П"Л .. — сплошное, и
если П""_ —сплошное, то а<п[2.

Утверждение 6. e-j-a<^m.
По следствию утверждения 1 множества П? " П£ "т .. сплош- 

ные, и для каждого / = а-ь1. т— а является сплошным столбец. 
П‘". Нетрудно убедиться, что 
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V = — ал - — -4- —•Г. 2 т 6
л - л»

- 1 ' “т(2н 11 т-(6л-5) 2
к֊п(п-«)+| 3 2 6
гца Н

V 1;
Л" + 1

.,) = "< в.я а(п± 2
Г. * 3 \2 2 з

Так как ? минимальна, то /)(п4- 1)>£>(о) п- -+- и 1 и В(а)֊:

В(а —1)4-п- я —1. Отсюда

п Аналогичными рассуждениями те же оцен­

ки получаются и для а, и, следовательно.

Р” ") =
О / О \

---- — ил • 2па',~ (п*-гП—— )а т(п~ /1—1) —п.
\ ՛

Заметим, что верхняя н нижняя оценки а совпадают для всех 
л, кроме тех случаев, когда 1/ 2*___ -»֊-'֊ — целое число. В по-

Г 2 2 4
следнем случае оценки различаются на единицу, и нет разницы, ка­
кую из них нзять как значение а.

Вспомним, что непосредственно пеоед утверждением 2 мы до­
пустили =

Утверждение 7. ։՛ = ?(*։,<,) при т>п.
Таким образом, если л։>«>5, то 

о / 2 \
Е(Р"’*։«= —а* 2п«* ( л* л —— )<т ш(л։ « —1) л.

Мы фактически получили, что при т^п 5 минимальные ну ме- 
рации, сжатые относительно вершины Хи, разбивают П" " на подмно­
жества А,(/=1.7), как изображено на рис. 1, и дали структуру ну­
мераций Д|. Кроме того, получили, что |Л։| |Лз| = <։։ и |.4я| .4: =

а*. Если в случаях л **2,3 рассмотреть те же нумерации, взяв 
а н = 1. то получим нумерацию ?(л<./) «(I՜—I) л /(х.д (: П" ՝). 
т. е. нумерацию столбцов, следующих друг за другом Легко убе­
диться. что зта нумерация является единственной минимальной, сжа­
той относительн > вершины Лщ нумерациел Рп • (при п<^т и л^З) 
Для Х,т

I а,а<2.
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Таким образом, описан класс минимальных, сжатых относительно 
вершины л|.| нумераций графа Это описание и теорема 1 лают 
полное описание класса минимальных нумераций прямоугольной ре­
шетки ।теорема 3). л

Граф со множеством вершин П"՛" назовем тором, если вершины 
ли. дч, смежны тогда и только тогда, когда либо — к и |/—е| = 
— [* , либо / — е и |/—Л| = ’ . Тор. который фактически явля-

Н-1 гл—I
ется декартовым произведением двух простых циклов, обозначим 
через Г-". ■ НЦИ

Поскольку Р" " и Тт " имеют одинаковое множество вершин, то 
для Г"" можно дать все те определения, что были даны для Рт ". Более 
того, для тора верна следующая теорема, аналогичная теореме 2:

Теорема 4. Оля каждой и* вершин хм, лг։ х„.|. „ суще­
ствует нумерация сжатая относительно этой верши ни.

1егко видеть, что для любого множества /Г~П'Т'", сжатого 
относительно вершины Х|,։, и>г. ։(Й) ~ 2*р«м (Д). Отсюда и из (») 
получаем

и Е(Т-*) = 2£(Р-").

Вычислительны А центр Академии наук Армянской ССР и 
Ереванского государственного университета

г 2. 1П1Ьги«ниъ. 8. ь ♦нмпизиъ

<рнГн|[1 рб I Г |1 |Г^|Г||и/ш| Нш((шГш1|и1|П1<ГСЕг

^11нп*г А, и )-Ъ «уршф I АД «V | = А ) уилл]илрЫлр[л ь С 
рш^»(1цр^ив1/р1 и.л1Ля •/д ?: Д' - I, 2, .... А »{*«у»*»//•♦*#£•*/ьр ■»• «*«/ ЛЛЛ
•н ши]нмеЪеп р рлл*1л 1]п^л^лил/ 9я (] •(рли^л^ ^Ш։/ы^»м»^шриЛ ^нл/ ллл р ллл 1( ллл/пл л/ р 4Г’.*” 

КрЬ ^/г,1 л( лил( лир\лЬр\илл/ лллр^К р^ иллиррЬрлел р[илЫеЬр[л 

1,и,у лир&ил!( илр>9 1л рЫлр/л л/шрр ил л/ЬЪилфпррЪ

Р ей гщил*1л1цт\л уыЛеур' Щ Ь П Ь р!рир/и р (ил л/ р 

1(Шрш(алЛв илр ил ил в( р ( ил(р I

А|, Л| Ч| Л’ги Лги я длил(илрЫлр!*е( рн р ли р и*Ъ • рвл р/л ^лив/Шр лллрлрлл/ 4 

*и1*1 Ч *9 *** РI* Ырилелл/ лил/ р лл9ле(л/ *иллл/ ли р ллл1(ли (л/ ли*1л в] лиг] *и ф ил рр Л ил лл(ил е^ ллл 1ррч •/ . 

пГ ч ли Г] ли р^л !л р ^л у (ЛЛЛ рлллрлиЪ^ (ллвр/л ^ивв/илр с/ лл / ллл р ри ՛!/ пл^л/л Л[Лл[лл/лир

илр, лри^лир!» ^(ЛЛЛлллл/лил! р ЛЛ4лллл/ лир иг 1( ли(ЛЛЛ л/!

/7 Л] ллл л/ лир р

Л( иллрирЪЬр^ рил

61’1! 999 99фШ(99! :чН ллл*1л/лр!л лрл •
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