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Настоящая работа п.хгвлщена перенесению на однородные прост
ранства следующих фактов о мере Лебега.

Теорема (Штейн га уз (’)) Пусть Е -измеримое множест- 
60 положительной лебеговой меры в R1. Тогда разностное мно
жество Е—Е содержит окрестность нуля.

Теорема (Хадвигер (*)). Пусть Е -измеримое множество 
положительной лебеговой меры в R*. Тогда для любого г>0 и на
турального числа п>1 существует такая окрестность нуля V, 
что оля любого множества А^У, состоящего из и точек.

/?* :г4-ЛСЕ}>(1֊«)/п(Е),
гое т—мера Лебега в R*.

Пусть А'—локально компактное хаусдорфово пространство, О — 
локально компактная группа, действующая слева непрерывно и тран
зитивно в X. Предположим еще. что при любом х£Х к—кх являет
ся открытым отображением й на X. Тогда говорят, что Д' есть од
нородное пространство для И. Пусть 0 £ X—произвольная (о дальней
шем фиксированная) точка, О’ —изотропная подгруппа точки 0, т. е.

{^€0:^0-6}, и р«—левая мера Хгарз группы С*. Согласно тео
реме Рнсса. каждой положительной регулярной борелевской мер։ > 
на А соответствует положительная регулярная борелевская мера р 
на 0 такая, что

о

для любой непрерывной на G функции f с компактным носителем 
При этом ((■'), стр. 127) > будет G-кнварнантноЙ тогда и только тог
да. когда р является левой мерой Хаара группы О.

Пусть В, СсА'. Следуя (•), положим

В 'C~U{gCig£G, ЦцВ',
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Заметим, что изменение выбора точки 9 вызывает сдвиг мно
жестве Н (. и переход G к сопряженной подгруппе. Заметим также 
что н том случае, когда G действует н G как группа левых сдвигов 
и 0 совпадает с единицей G, то Л *С приобретает обычный группо
вой смысл.

Всюду в дальнейшем предполагается, что изотропная подгруппа 
G* компактна и 1. Тогда из условия Вейля следует, что на А'
существует положительная регулярная G-инварнантная бэрелевская 
мера, определенная с точностью до постоянного множителя.

Обозначим g^G. Ниже доказываются две теоремы. В
теореме I устанавливаются некоторые свойства инвариантной меры, 
которые используются при доказательстве теоремы 2.

Теорема 1. Пусть к и [‘■—положительные регулярные боре- 
левские меры соответственно на X и G. связанные соотношением 
(1). Тогда

1) если К~Х—компактное множество, то « *(А) также ком
пактно и p(f~։(X’))=b(K)j

2) если группа G ^-компактна, то р(э-։(£ ))==>(£■) для любо
го измеримого Е~Х.

Доказательство. Пусть CC.G—компактное множество, такое, 
что f(C) = A ((’), стр. 28). Тогда ? l(K)=CG*. Таким образом ? ’(А) 
является произведением компактных множеств и поэтому компактно.

Пусть, далее, /« — характеристическая функция множества Е. 
Тогда в силу компактности ?֊|(А') имеем Х»-чю 4*(р). Отсюда, в 
свою очередь, следует равенство ((’), стр. 130)

Zr- (A (3)
о

С другой стороны имеем

Я ’? ’(А)
। (7‘ если
I 0 если &К.

(41

Действительно. Пусть ^6 А". Тогда ։(А I и для любого 
5^0» имеем № = откуда ^€?"։(А') Поэтому « —

АД. т. е. Обратно, если £-՛?-*(А' )| ,(? ^0,
то выполняется равенство к~1г=з, где /^«'‘(А). 1огда
Я = /5_|, = К»

Теперь, с помощью (4), левую часть равенства (3) можно пре
образовать следующим образом:

I d> 1 /,_.(А ։(^S)(/|«»(S) | ‘it i ։*e

(5)

ктЛМЧП.
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Из (3) и (5) получаем равенство |»(?~։(А))-ЦК).
Таким образом 1) доказано. Перейдем к доказательству 2).
Пусть группа б з-компактна. Тогда имеем

р(э ։(£Н = §ир{р(С»:С?"’(£), С— компактно!. (6>

В силу доказанного утверждения 1) из (6) получим

»(С) НТ"ЧСв)) = МС9) К(£) при СС«֊’(£). (7)

Из (6) и (7) получим

Р(?-’(Е ))<>(£).
С другой стороны имеем

/(£) = $цр /(Л1 ); Л՜ £, Л'—компактно).

Еще раз применяя 1). из (9) получим

'(Л* ) = р(<р~*(А ))<|*(?“’(£)) при Кс Е.

Из (9) и (10) получим

' (Е) < п(?-։(£)).

(8>

(9>

(Ю)

(И)
Наконец из (8) и (11) получим равенство |»(^Л։(Е))=>■(£■).

Теорема 2. Пусть !—положительная регулярная О-инва- 
риантная борелевская мера на X и у—левая мера Хаара на О, 
связанная е > соотношением (I). Пусть Е^Х—измеримое мно
жество с (£)<-< Тогоа для любого ։^>0 и натурального чис
ла л>1 существует такая окрестность 117 точки 6, что для лю
бого множества Д ~ состоящего из п точек.

:Мс£| >(1—։)'(£).
Доказательство. В силу регулярности меры к можно по

добрать такое компактное множество КсХ, чтобы

'(А')> 1 -г
1—։/2

(12)

(13)

В силу теоремы 1 множество ?~։(А՜ ) компактно и ц(<р ։(А')) = 
- '(А). Возьмем такое открытое множество ОсО՝. чтобы

г-’(А ^О,и(О)<( 1+ -Ц*(?֊՛(*)). (14)
\ 4я /

Далее, возьмем симметричную окрестность И единицы О, такую, 
чтобы выполнились условия

?-1(А')ИсО; (15)

Л(£)>1-т֊ при (16)
4 л

где А--модулярная функции группы О. 
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Наконец, положим Ц/ 1/6 так . :яи „ „л„ • 1 ак как К есть открытое ото
бражение, то и является окрестностью точки О н X Покажем что 
построенная окрестность является искомой. Пусть Д 1Г,'д = 
“ |л>..........Тог։а ЛЛи любого / =|.....................п = где к&У и

Л'| ։(Л'), < |............Я},("Т-ЧА)Х,_։ (17>
/-1

Применяя последовательно (12). (Г), (15). (յ4Լ (։б) и (13) б 
иметь

։ ^с£|>и(^с :4'ЛсЛ' )=и(Я?-’(Л')^֊։) =
1-1

= р(О ֊Ս(Օ ք ’(Л )Հ ')) = 1‘(О) ֊ р( յ(Օ ?-։(ձ')^-։)> 
է 1-1

я л
!‘(О)-^и(О . '(А )Հ- ՛) = _(„ |»..(О) . V,,,; '(А )--1)

4-1 Г* 1

= (Я -1)р(О) 'Нг '(А'))>
/-1

— ) |‘(<р ։(А )) + л (I ——)) > \ 4л/ \ 4м/

> ( 1 ֊ -֊-}•(? ։(ЛГ)) = (1 - ֊֊НА )>( 1 ֊։)>֊(£),

что и требовалось.
С ле д стен е. Если Е՜ X—измеримое множество с 0<^/ (£)<><, 

то Е 1Е содержит окрестность Э.
Действительно. Пусть МР—окрестность 9. построенная согласно 

теореме 2 при /1 = 2. Возьмем произвольную точку Ч’. Тогда мно
жество имеет положительную меру и поэтому не
пусто. Пусть кп^Е и ^Ь(Е при некотором ^6. Тогда и
^р,^Е. Согласно (2) это означает, что и^Е^1Е.
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1 Ա кЮ1Ц31П>

ճաժասԼււ Н1 гшЛ||11»।ո।նГ1Լг|1 <|гш 1ПГ||н|А |>նէ|ւսր|ւա!ււո *н 11|ւԼր|» ժաււյւն

1Լս1ացուցէ/ոէմ Լէ որ կոմպակտ ինոտրոպ ենթախումբ անեցոպ Համասեո 
տարածությունների տրւքած ինվարիանտ չափերն ոէհով ած են (երե գի
չափի որոշ հա ակութ յաններովւ Տույյյ ( տրված» որ կամայական կետն Ոէնի 
չրքակայր, որտեղից վերցրած կետերի վերք ավ որ րաղմութ յՈէնր կարեէի է 
նույն ձետփոխոէթյունով արտապատկերեի տրված գրական չափի րաղմության 

19



մեք. ԱՈ ձևափոքսռթչռնների րապմռթչան Հաարի չափի համար ստացված
4 ներքևից է^նսմհատակս/Նւ

Նշված արդյունքից որպես մասնավոր դեպքեր ստացվում են Շտեյն-
ՀսծՈէ^ի և Հա գ»/ի գերի թեորեմները Й
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