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Класс предельных распределении совместного стационарного 
распределении времен ожидания некоторых систем

в условиях критической загрузки 

(Представлено чл.-корр АН Армянский ССР Р А Алсксандряноы Ю/УП 1979)

Кингман (։) предложил экспоненциальную аппроксимацию для 
стационарного распределения времени ожидания (в. о.) в системе 
массового обслуживания (СМО) Л1|б/|1|-ч. при загрузке, приближаю
щейся к единице слева (условие критической загрузки). Э. А. Дани
елян получил аналогичные предельные теоремы сходимости к экспо- 

ненииальному распределению для СМО Мг|0г|1|эо в случае дисцип
лин обслуживания с относительным приоритетом (схема .4) и тремя 
разновидностями абсолютного приоритета (схемы В: с потерей прер
ванного вызова, дообслужнваннем, обслуживанием заново) (*). В ра
боте (*) был поставлен следующий вопрос. В приоритетных СМО 
Л4,|О',|||<х. только ли экспоненциальное распределение может служить 
в качестве предельного для стационарного распределения в о. в ус
ловиях критической загрузки? Ответ оказался отрицательным. Для 
схемы В с дообслуживанием прерванного вызова н СМО Л/,|(Л|I 
при г = 2 в О и при г=3 н (*) получен класс предельных распре
делений для совместного условного стационарного распределения в. 
о. при критической загрузке при условии, что с момента отсчета 
в. о. прекращается доступ в систему вновь приходящих вызовов. 
Результаты даны в преобразованиях Далласа—Стилтьеса (п. —С.)
и не во всех случаях обращены.

Цель настоящей работы заключается н получении класса пре
дельных распределений для совместных безусловных стационарных 
распределений в. о. СМО для схем А и В в условиях кри
тической загрузки при произвольном г.

В одноканальную СМО с ожиданием поступает г независимых 
пуассоновских потоков вызовов. Вызовы з-го потока, называемые »- 

3



вызовами, поступают с интенсивностью <о>0. Длительности обслу
живания вызовов независимы в совокупности, не зависят от процес
са поступления и дли /-вызовов имеют функцию распределении

Ж т0)ж0. Потоки пронумерованы в порядке убывания прио
ритетов. Вызовы одного и того же потока обслуживаются по дисцип
лине FIFO.

Пол загрузкой р,։ (/=1, г) системы 1, /-вызовами понимается 
среднее время, требуемое для обслуживания I. /-вызовов, поступаю
щих в среднем за единицу времени. Значения как ри. так и величин 
f-n (/ = 1.г>. имеющих смысл суммы по индексу / (от I до /) произ
ведения интенсивности (1/ на второй момент длительности обслужи
вания /-вызова, для схем А и В приведены в (*|. Мы говорим, что 
система находится в условиях критической загрузки, если р=| — о,։»О.

Пусть w, (/ I. г)—стационарное в. о. / вызова в схемах Л и В: 
распределения ЯД/) фиксированы и р,„> конечно. Задача состоит н 
описании класса всех предельных распределений для вектора ( а՛,. ... 
.... а՛,) при о; 0. Г Ж

Предполагается выполненным следующее условие:
Существуют пределы

с*И։п з* (s» = &*/pu_1, pr= 1 — p»i, я=Т7). («)

Ясно, что Из ( • ) следует также существование пределов
/»» = !1(п р*?<֊|-оо. ■

Из индексов I, 2, . . г выделим такие и только такие индек
сы •՛ яВ

1 </М=Р)О,< - - - О» г.

для которых гР( = 0 (/— 1,т). Без ограничения общности полагаем 
что параметры первых р— 1 потоков фиксированы.

Множество индексов (/=!,/« 4-1; />о = 0. /»„, + ։=г ;1)

P. = \j’Pt । J<P>}
выделяет множество потоков с индексами /.для которых Q>0 (/£Р,, 
j pt-i). Такое разбиение индексов на группы называем разбиением 
(•). \

Пусть /.(/)—функция Хевисайда, ։(/) = ], J_ rt___— (/>0)
г 4 2 '

Для любого /£Р ((«2, «fl) определим функции и qt

՛ Г,-՝ = СГI. >/ = o(S/ t ср, 1 -ь (I— |)J.

‘Pi-\ ~ sPi I *F . i),

<?₽(-I = i), <7/ = (l-Q)<f('/) 1 c]qt.
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с помощью которых задается функция

1ц 1=М Ь 'Р/-1 <)}-*■

Т('/) — ?(? +>)

Наконец положим (у I, г)

«7= «•/!/.( Р ֊/) 4- /(/

где М —знак математического ожидания.
Теорема 1. Пусть |> 4 0, имеют место условие (•} и раз

биение ( * Тогда существует предел

11тР{а>/<хДу |,г|} -Р{»Кл,(/«= 1.р-1)| Н Пт Р'»,<л-Д/(РЛ|;.
#4° л-3 ЦП

где первый сомножитель праной.. части равенства есть совместное ста
ционарное распределение 1Г(х, хЛ_|) вектора (те,..............«>_։>
н рассматриваемых СМО только с первыми р потоками при р^| = 1, а

• — - ֊
предельное распределение случайных величин к՛ группы Р lri-2.ni 1> 
имеет многомерное п. Л,—С. II 71. 

»еея
Дадим качественное описание этой предельной теоремы. Пусть

։(Х. у) — х.

У.

для схемы Л. 
для схем В,

тогда (см. (*))

.Ча՛. =
- 1р<

откуда следует, что Л\д՛, при р(0 ограничено, если 1<р и стремит
ся к бесконечности при /г*р.

Но неравенству Чебышева: Р|։г։ь>з|<։"։М а։> (։>0), можно за
ключить, что при р,0 случайная величина а\ (Л=1. р — 1) является 
собственной, чем и объясняется отсутствие нормировки в. о. группы 
Рх в предельной теореме. А для к»* при и р , О естественной 
нормировкой служит Ме*ч.

Условие ( • ) и разбиение ( * > задают следующее иерархичес
кое при р , 0 распределение загрузки ри среди групп Р, (я=1. т 1). 
Загрузка р(Р։1, отвечающая группе потоков Р,. составляет опреде
ленную часть р,|. Она меньше единицы и поэтому потоки группы Р, 
не находятся и условиях критической загрузки. Оставшаяся часть 
ри ?(/*,» есть сумма р(Я,) . ). где р(Р„)—< ՝ ммлрная
загрузка системы А-вызовами (4г(Р>, л>1). Причем первый поток
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каждой группы Р, (л>1) и только он характеризуется тем, что за
грузка з, системы вызовами этого потока составляет .существенную' 
часть (Ктатка 1 -|р(Р։Н • • • + Таким образом ։„ состав
ляет главную часть р( Р„) (л>1). Вспомним, что загрузка системы к 
вызовами есть стационарная вероятность того, что обслуживается 
«вызов Из сказанного следует, что каждый вызов потока группы 
Р, (л>П по отношению к вызовам потоков группы Рч_։ находится 
в условиях критической загрузки .более высокого порядка*. В част
ности поток с номером р является первым потоком, находящимся в 
условиях критической загрузки.

Теперь приведем простые соображения в пользу установленной 
в теореме асимптотической независимости при р * 0 совместных рас
пределений нормированных в. о. вызовов из разных групп.

Обозначим — математическое ожидание длительности //-перио
да (/ = 1,г) (см (’)). Математическое ожидание той части т. (1—р^г), 
которая определяется величиной равно:

Отсюда н из формулы для Мк’4 следует, что математическое ожида
ние указанной составляющей, которая пронормирована величиной 
Мгг/, в пределе при о|0 равно нулю, если с{-0. В противном слу
чае (С|>0) вклад в величины । в пределе при о ; 0 имеет 
порядок М»Л

Итак, обращению подлежат п. Л.—С. распределений, соответст
вующих каждой отдельной группе Р, (л=1, /л-|֊1).

Следствие I. В условиях теоремы 1 при с,=0 (/=1,г)

Здесь

НтР|^<лу (/—1,г)| = П Е(х,). 
И» ‘ 1-1

Е(х) = 1—е՜', л>0,
0, х<0.

Приведем полное обращение п. Л.—С. предельных распределе
ний в случае г —3, чему предпошлем обозначения.

Пусть (л, у, т^О, а, 6^(0. 1))

ги \ 1 Г Г - — Iй г< и'I л .■֊'(*. у) = —-— ։ \ иг՛ ехр------------------------- байт?,2/Г 3 3 12 4 4г)
«-0 г-П

п 1։Л /о И — а) Г Г . _ ’ л | /(2а — 1) а՛ /’.|(л,у) = 1-----------— ։ I ш Г ехр —1 — ------
3 3 I 4(1-а) 4<г
/•О и-О



и Г)“Гехр ( Ц|1
( 4(1 а)

и։а
4гг

'М-а)
<(«֊/)

с1ы (1/ (1 а՛.

{։я}«;>|—последовательность независимых одинаково распределенных 
случайных величин с плотностью распределения

К«(О = /(/) 1/ —------( !—-• — -— ------  (* -Х-е и։-*» ат՛
I г(1-а А/г 2(1-0) .1 > V

/
•*>0 — целочисленный индекс, 
геометрическое распределение: 

Обозначим ф-(/)“Р|:1 г

не зависящий от ’ имеющий
р[м = Л) = а( 0).
... +е,</} и

__ £
2в(у1= 1/ — I м * Ге՜ 5 ге՞՜՜йФл(г)<1и.

0 0 ■

На основе обозначений

у(2о)-г
\„(у.:) = /(: ау)>(у(|—а), г ау)ехр

И У. ֊)

функции иа, За. С„, 0аЛ, Ца „ 

дЧ^у. г) = .( у г) 4£.(у), 
ду дг бу

определяются равенствами

д,Зо(х. у, г)
ох ду д:

=*.( У- *)
<РВа (х, у ) 

дх ду

- ---- -----=а ’/(г-ау)И^. У)ехр ,
дх ду дг I 4а I

^6а.»(У.Д) .н>(у г) { |Лф а) ®(1— Ь), - оу
дудг \ ь

о

е,р| („р(I Х\ИГ.«и»а...
I 4 ) ' I 2а I \ а а /

О

с/ри »(л, у, г)
ду дх

у(х. а>).
и

>!•

6( а’( 1 - Ь}и՝ Н1 -<0у. -- -* г
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Теорема 2. Задаваемое теоремой 1 предельное распределе
ние в случае трех входящих потоков для схем А и Н имеет ин 1 
(л<>0. х''»«=(х,..............г,). /=ТГЗ: «, *г(0. 1)): ’И

{Вв • !2л(х‘”)) • £(х»), 
/)(х։, Л"0 • £(х։), 

и/(х։) • ( 5в?’-\(х։.л3)). 

и' (.к-։) • О(^, -<»).

£(л։) • (Ва • 'Л(л5. X,)). 

£(х։) • О(х։, х։), 

О(х։, ։пIп (х„ х,)).

$.**Ц(х^), 

сЛ^а(Х^),

Л г’ов . И2.(х ’>).

и'(х։) • £(х,) • £(хД, ՝ 

Г(х։. х։) • £(х4), 

£(х։) • £(х։) • £(х,|.

если г1«с3 = 0, г3-й, 

если с։=*=с։ = О. с, — 1,

если с։ ' 0, с։ «0. = л.
если с։>0, с, = 0. г,= I.

если г։ с։=0,

если с։ =•<՝։ = О, с, — 1, 

если 1'։=0, г։-=с։«1,

если с։-»0, с։ = я, сл=1.

если с։—0. с,— 1, С։ —а,

если с։=0, с։=в, с} — Ь, 

если с, 0, г։- с։=0, 

если г։ 0. с,^0. с։ = 0, 

ес л и с։ =с. =* с։ = и,

I
где ? означает свертку по х( (1=2. 3). 8

Доказательство теоремы 1 основано на получаемых введением 
дополнительных событий п. .1,— С. распределений вектора (к»,, .... 
при фиксированной загрузке р»֊1<^1. В соответствии с теоремой 1 
производится нормировка параметров этих п. Л.—С. и совершается 
предельный переход, когда р ; 0. При этом проводятся асимптотичес
кие разложения, которые базируются на приводимых ниже важны\ 
(и не только а нашем случае) разложениях в окрестности нуля 
функций р»4». У», ч (*).

Теорема 3. Пусть р ; 0 и выполнено условие (•).
Тогда (Йех>0): ՝
1) при с*-0 (Л=^7) /

(ч/рь-1) — |‘»(Ч) ~ ։>р*^к_|5*,

*»(Ч) — + ^5։). ’ ■ ’ *

2) при с, ^0, с*<։ <^0 (* = /т7и

1‘» ։(։։»)

V»->*+։(«*)— ,^(1 ։*.|)Ч5),



У*(<’») ~ '■>» |Р»Л(£);

3) при с» 0, е.+| >0 (4г р 1,г) вид разложений ։ля и»., и ։ 
сохраняется (см. 2)). а

У*(Ть) — Щ »Р»И —
причем н 2) и 3) вид разложений для у*(т>») сохраняется и при
Сь । =0 (4=р, г). I

Здесь обозначено (4=/>. г):

— о» — л?;, А(з) «

Доказательство этой теоремы проводится рекуррснтио.
При доказательстве теоремы 2 используется формула обращения 

(23.91) из (*).
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ЗиЛсЪнЛ^аеау Д ։) лиЪри»т (п* Ър։

Ь 1иилл1 Гп(пР ш!^и»р1* ам^*Уааааа1м т а 9Н <>Ума<)

к\л ( А* 1. / I а/Л /)/։։ р (•** \ЛлЬ[9(9, ^*м ин1е ег։ а/ ЛЬ ^/пЧчЬ м/

1։ А’« мума ЧМаЬ сЬЛрУ> ммумаминр^а/амЬ «/аа/аЛыаЪ։м^Ь4р^* мычн,/Л Ьг1/999 4п<! Ь\ф\)Ьр^։ 

ни/ ^ьг(. ч„^999 Р/»<Ьг՛

с»— Нт ——, Нт 
%»’1 1~.6»-|։ >гг։

'Ц,3.,.г г։ г։................сг р^г!՝ ср, Ш^гс (' == 1» т- п=\,г}

/.'•«ыЬамфАЬ^» /и; рт ,1 — 1аГ)

г||1 ииирЦ||п^ КинГш1|шр«]Ь|||| ^п]тр]П11! лзС|ч

ишНйш П
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Ilm P|^<x6 ^<xzMw, (i=l. I; j ~ д։. r)| — 11 Su(x">). 
fh?i и—о

npmbq 5e(X* ■ ’)-Gbp[i' puiqJiu;tu<|» pG i_G l]y fiuiGbp bG:

/>7\^ntp Lb 5М(ЛК'‘Ь^г/* = 0. 'И)
•nLttfl LL iMifinfuntft (fltbbbpffl 1Г uitfnp Г —»i fttnuj4*1 мг<1 ЛЪ ^ibbtf

-*/7 фтЪ^у^ЬЬрр/
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