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Как известно, до сих пор остается открытой следующая пробле
ма, поставленная А. Гротендиком (см. (*■*)).

Является ли каноническое вложение ЕУЕ—Е- Е собственным 
для произвольных бесконечномерных банаховых пространств Е и А? 
Другими словами, существует ли для всякого А>0 конечная сумма 
и X *>'■ >’< € £ 7-՝ такая, что || и || Л>А || и || у?

Если это имеет место для некоторых пространств Е и Л, то ус
ловимся обозначать этот факт коротко:

Л V
Е Е Е Е.

В работах А. Гротендика (1л) содержатся՛ и некоторые резуль
таты в этом направлении, задающие условия на одно из этих прост
ранств (например на Е), при которых верно (*).

Л V «՛ *1
Произведения Е • Е и Е <Е можно рассматривать и как классы 

операторов из Е' н Е (либо из Е՛ в Е, по поводу всех определений 
см., например, в (։)), поэтому в связи с этим несомненный интерес 
представляет собой оценка соответствующих норм конечномерных 
операторов.

В настоящей работе, используя некоторую общую конструкцию, 
мы будем строить, н зависимости от условий, налагаемых па прост- 

к
ранство /՝, подходящие .^-мерные՝ элементы .г, у, из Е А

Аг
(или, что то же, конечномерные операторы и : х՛ *Ух'(х<)у/ из Е՛ в

/ ) и для них будет оцениваться число А#= и || Л || м ||
Всюду в дальнейшем Е и Е у нас будут обозначать бесконеч

номерные банаховы пространства. Через £( • ) будем обозначать замк
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нутый единичный тар соответствующего банахова пространства, а 
через ( • )'—сопряженное пространство.

Напомним определения / - и у-норм (обозначающих, соответс
твенно, наибольшую и наименьшую тензорные (или 0-) нормы).

Пусть м = ^_х( У/—произвольный элемент из Е • Е (л՜^/?, у&Е, 

1= 1, . . т).
Определение 1.

II«II Л = sup 
IlfilKl

у()|,

где верхняя грань берется по всем билинейным функционалам В на 
EXF, у которых норма || В || = sup |Я(л, у)|<1.

Il-rll. ||у||<1
Определение 2.

II" II V sup 
xes(£;.y-es(/՛)

у'(у<)|

Пополнения линейного многообразия Е Л՜ по нормам и 
л

обозначаются соответственно через Е"> F и E&F.
Напомним, что расстоянием Банаха —Мазура между изоморфны

ми банаховыми пространствами X и Г называют число о(Л', >') = 
■= Inf || Г || || Т * (I , где нижняя грань берется по всем изоморфизмам 
Г: Х^

Условимся также впредь через 1р (1^д^оо) обозначать Л-мер- 
ные аналоги пространств I'՛. Всюду далее (ej* будет обозначать ка
нонический базис в 1Р причем там, где нужно, будем считать орты 
г, и элементами (в естественном понимании) пространств 1р (\^р^оо). 

Отправной точкой наших рассуждении будет служить теорема 
Дворецкого (4):

Для любого бесконечно черного банахова пространства Е и 
натурального числа k существует k-черное подпространство 
EnQE, почти изометричнде Г[.

Иными словами, для любого натурального k и е^>0 найдется 
такое Ел, что ЦЕь. ф<1 4■«.

Заметим, что если G —некоторое подпространство /՝, то для 
произвольного элемента и£Е G его -норма 1| и ,| Л|г со как эле
мента из Е G. вообще говоря, отлична от его /\ «нормы ||«11д(£ ՝л> 
как элемента из E&F (\/-норма, однако, не меняется). Если G ко

нечномерно, то, разумеется, каноническое вложение / : /• G
будет изоморфизмом этих пространств. Пользуясь теоремой Дворец
кого, покажем, насколько можно „испортить" /, за счет выбора О', 
т. е. сколь великой окажется норма || /.’ II в зависимости oi раз
мерности G.
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Теорема I. Пусть Е и Е произвольны. Для любого нату
рального к и £>0 найдется такое к-мерное подпространство Д’՜. Е, 

точки л*...........л\£Е, у։, . . у^Е. что для элемента и=У.х{ у„
I 

как элемента из Е /> выполнено неравенство

В«И А II«II

Доказательство. Согласно теореме Дворецкого можно выб
рать ^-мерные подпространства Е* С Е и Ек С Е, почти изометричные 
I. Чтобы не загромождать наши выкладки, будем считать, что £* и £*. 
изометрнчны 1[. Тогда все последующие оценки могут быть получе
ны с любой точностью и в доказательствах это оговариваться не бу
хт. Итак, будем считать, что существуют изоморфизмы у։ :£*֊♦֊/• и 

/,: £*-♦/* такие, что

IIЛ11 = II/,-1 II = 11АII = 11 Л՜՛ 11=1-
Обозначим

Л՜’* = х\ (П
и 1= 1............ к

(2)

Учитывая (I) и (2), найдем такие точки х^Е, что

1*4=1 и Ке(х;(х/))>рс;|-г = 1~г. * = 1. • . < (3)
Л

где о 0 достаточно мало. Наконец, рассмотрим элемент и = 4 л*. у,

и оценим его Д- и \/-нормы, как элемента пространства Е®Ек.
Определим оператор Г=ур7« I Д-*£'. По построению

Ту!=х{, 7=1, . , /г и 37]=1. (4)

Заметив теперь, что выражение (Ту)х определяет на ЕхЕ* би
линейный функционал с нормой, равной Т||, получим по определению 
1 и в силу (3) и (4)

Мл - I 5(Ту<)(х,)|>*(1-։). (5>

Для оценки нормы выберем произвольно х'^5(£')
*

Если числа с։, .... с» таковы, что М|С/|*<1, то
Т

* * к
IX ъу'М = 1 у'(2 оу.)| = 1у7г'(1 се<)| 1.

1 । I

поэтому
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В силу (3) ’х'(х։)|=с1 и, следовательно, 

|£лЧ*1)/(У|)|<гл։'2.

Ввиду произвольности х'£$(£') и у'£$(АД

Му < №. (6)
Сравнивая теперь соотношения (5) и (6), получаем утверждение тео
ремы 1.

Георема 2. Пусть Е произвольно, а Е содержит пЪдпрост- 
ранство О, изоморфное некоторому 1р(՝2<р^ъ). Для любого на

турального числа 4 и е>0 найдется элемент и^х, у( из Е Е
I 

такой, что

Замечание I. Условие теоремы эквивалентно тому, что Е 
фактор-нзоморфно (1Р)', т. е. существует линейный непрерывный 
оператор с Е' на (!рУ (2<р<со),

Обозначим через Ь‘.С — 1р такой изоморфизм пространств О и 1р. 
что

7.՛/ 7') + ^. (8)

где е։ > 0 достаточно мало. Обозначим далее

А՜1*/ = у1 
и 7=1............ *. (9>

= У-

где 7/:(/>')'•֊ О*' есть сопряженный к 7 оператор. Продолжим функ
ционалы у, с (7 на все пространство Е с сохранением нормы и обоз-

* 
начни эти продолжения через у/. По построению

у.(у,)=1 и ы«ил = н ' = ’.......... *■ <|0>
Пользуясь теперь теоремой Дворецкого, мы, как и в теореме 1. най
дем 4-мерное подпространство Еь( Е , почти изометрнчное /^. Опять 
же для облегчения выкладок будем считать, что Е/, нзометрично /*, 
т. е. найдется такой изоморфизм / что |'/|,' = ||/ 1 = I- Обоз
начим / V/ — х1 и определим элементы х,£Е так, чтобы

М=1 и Ке(х1(х<))6 — I— о, 7=1................................. (Ч)

где 6^>0 достаточно мало.
‘ *

Покажем теперь, что элемент и — £ .V, у, —искомый. Для оцен

ки нормы ц|л построим оператор И'Е • определенный формулой
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к — 
/? V = X

П\сть у 1. Обозначим уДу)=Гь / =- (г. Так как

М = 1у/(у)|<К|. то (<|с|’)'^*''ВД.

В силу произвольности у£5'(Г) из (12) вытекает, что

(13)
Взяв теперь оператор Т = ՝1. '&՜1 а/՜՜1/? : Л *£', получим, ис

пользуя (10)—(13), следующие соотношения:

Т < 1 и Ке((7՝у/)л-/)^
I к'

/г. (14)

Заметив теперь, что выражение ( Ту)х определяет на ЕхЕ би
линейный функционал с нормой, равной |Т‘, получим в силу (14)

!«1л 1^(Гуах/>^Д-։(1֊8). (15)

Для оценки нормы \и у выберем произвольно х'^З(Е') и у'^5(/7'). 
Обозначим х'(х1)=о<1 у'(у։)=ЛЛ

Пусть уо- сужение функционала у' на подпространство 6, обоз
начим (/.')“։Уо =/€(^)\ тогда 8/|<и_։|-

Если (1,]* есть такой набор.

то, что по поел енню у&С, I = 1

*
что V |, т0> учитывая (9) и

։
получим

I X <1.»,| - |у0( V </ У,)| _ |£у( V Лу<)|- IГ(V )| < 71«И,-у

4г
Отсюда получаем (2£ |£ф)։< ||Л՜ Ч( 1//? + 1/<7= 1). Так как |Хё^1, 

то |а,| 1 и поэтому

1|՛" • (1|^|*)^<|£-։И։,р.
1

В силу произвольности х'£8(Е) и у'€5(/?/) получаем

(16)

Сравнивая теперь (15) с (16) и учитывая (8), получаем утверж
дение (7) теоремы 2.

Идеи предыдущего доказательства позволяют установить и сле
дующее утверждение.

1еорема 3. Пусть Е произвольно, а Е фактор-изоморфно 
некоторому /Р(1^р<^2), т. е. существует линейный ограниченный 
оператор V с Е на Обозначим С«8нр|.М>0: .И • Х(/') С 1/(5(Л))|-
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Гогда для любого натурального /? и е>0 найдется элемент 
»

« = 2х<®У/ из Е&Е такой, что

ИлМ;։> НИ՜’ ь՝ — £. (17)

Замечание 2. Условие теоремы означает, что пространство 
Е' содержит подпространство, изоморфное /<Ц 1/р-и]/<7 = 1). а из от
крытости отображения V следует, что С>0.

В случае, когда Л изоморфно некоторому 1р( 1«с /?«' *%,), дценки 
георем 2,3 можно усилить и получить утверждение, в неявном виде 
эквивалентное теоремам 2—4 I ротендика в (’), содержащим точные 
оценки (в асимптотическом смысле по степени #).

Следствие 1. Пусть Е произвольно, а Е изоморфно некото
рому 1р(\^р < «х»). Тогда для любого натурального числа /г и г О 

*
найдется такой элемент и—^х^уи из Е Е. что

I

Ал М;1
№

№ /л)

Из теорем 2 и 3 и следствия 1 немедленно следует
Следствие 2. Пусть Е произвольно. Если Е содержит под

пространство, изоморфное некоторому /Л’(2<р<ос), либо Е фактор- 
изоморфно некоторому 1р(\^р<^2), либо Е изоморфно 1-, то 

Л V
±Ес$Е.
Отметим, что конструкция, использованная в теоремах 1—3, 

позволяет доказать и следующие утверждения.
Теорема 4. Пусть Е и Е—произвольные пространства, Ек — 

некоторое 1г мерное подпространство пространства Л. 1огда оля 
любого ։>0 найдутся такие точки х£Е и у,£Е», / = 1, .... Л, 

-■ ~ ../Ж ։| .# Ь-; Ч г
что Оля элемента и — ~ х, у/ из Е ■ Е выполнено неравенство

I

ч
/г՝՝

Теорема 5. Пусть Е и Е-произвольные пространства, Е« 
некоторое Ь-черное подпространство пространства / . Тогда 
для любого ։>0 найдутся такие точки х&Е и , I I, 

что для элемента и £ хс у, и ՝ Е Е выполнено неравенство 
I

и лМ;' > №. /; I

Из теорем 4 и 5 немедленно следует
Следствие 3. Пусть Е произвольно, а пространство / таково, 

что существует возрастающая последовательное и. натуральных чи 
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сел к, и Лгмерных пространств £Л, каждое из которых является 
подпространством либо пространства £, либо У7', и таких, что

12 -*0 при /-«с. Тогда Е*)Е
Ереванский государственный университет

Վ. Վ. ՈՍԿԱՆՏւԼՆ
I >ււսւււ|ս|ւ տարածությունների տԼ նզորական արտադրյալների մեծագույն և 

փո f րադույն (5£ -նորմերի մասիս

Դտ”4' ^֊ն և / -ր անվերչ չափանի Բանա իւ ի տարածություններ են. 
/\ \'T ապատասխանարար մեծաշուքն ե փոքրապու քն (Հ. -նորմերը
է Ւ-ամէ ելնելով է տարած,,, ի/րսն վրա գրված պալաններից կաոա ցվ„, մ

к
են համապատասխան չափանի* U=֊y_Xt y^E Ւ էչեմ են.ոներր , որոնց

= խ Ա՛Հ իքիվր>
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