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О функциях распределения, при которых ранговый критерий 
является локально наиболее мощным

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Р Р. Варшамовым 15,'VI 1979)

Рассмотрим гипотезу /У0:9 = п против альтернатив //,: 5>0 для 
функций распределения О(х; 6) (0^6<е) в задаче о двух выборках. 
Обычно линейные ранговые статистики, применяемые для этой зада­
чи, имеют вид

ЛР)= — V (I)
п ~

где £ -символ математического ожидания. 7(н) функция меток, 
С/<п — /-я порядковая статистика выборки объема .М = т-^-п из рав­
номерного распределения на (0, 1), — ранг наблюдения у, в объ­
единенной упорядоченной выборке х։, . . . хт- у։, . . ., ул.

При некоторых ограничениях на плотность распределения ло­
кально наиболее мощный ранговый критерий (л. и. м. р. к.) для Л/о 
против /У։ существует и основан на статистике (I), причем функция 
меток определяется по заданному распределению как

ծ

Д£(х)) 0)
(2)

где обозначено £(л) = 0(х; 0). Получение л. и. м. р. к. в виде (I) с 
функцией меток (2) при различных ограничениях на плотность рас­
пределения рассматривается в работах (։-։) и др.

Настоящая заметка посвящена решению обратной задачи, а 
именно—отысканию функций распределения вида

0(х;9)«Ф(£(^); 0), (3)

при которых линейный ранговый критерий (I), основанный на задан­
ной функции меток У(«), является локально наиболее мощным.
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1 . Нулем предполагать, что функция меток У(м) (0<и<1) не 
прерывна и удовлетворяет условиям:

}(и)ди — О,

I 

|У(п)|</и < с. 

и

Решение поставленной задачи может быть найдено с помощью сле­
дующей теоремы. г

Теорема. Пусть д(и\ I) непрерывна по 0<«<1 и и
удовлетворяет ус лови ям:

Ли,0)=Ди), (4)
I 

сходится равномерно по (5)

о

1 -ф /(«; /М>0 при (0, 1), (6)

- о

и; ПЛисН =0;
о о

тогда критерий (1) с ладанной функцией меток /(//) является 
л. н. м. р. к. при альтернативе

р о
Ф(Л; = Л'4- I I }(ц; ПдисИ

</ V и и

(8)

для Н(> против Нх.
Доказательство. Ф(Г;6), определенная в (7), является аль­

тернативой, удовлетворяющей следующим условиям регулярности:
(а) плотности 0) и р(х\ 0) взаимно абсолютно непрерывны;
(б) ФЛ(А';0) непрерывна по 0<Л'<1, существует и не­

прерывна по 0<Т<^ 1 и
(в) у^Ф՛ ։(Г; сходится равномерно по £.

Выполнение условий (6) и (в) очевидно, выполнение условия (а) сле­
дует из (6), поскольку

£(*; 6) == ФДГ, (1)р(х: 0) »= У(п; 1)(й \ д(х; о).
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Используя схему получения л. и. м. р. к. в (1), можно показать, что 
для альтернативы Ф(Л‘; 9), удовлетворяющей условиям (а), (б), (в), 
такой критерий основан на статистике

п
V 0). (9)
I I

т. е. является критерием вида (Не функцией меток

0) =/(«; 0)=Ди).
Л 

Действительно, критическая область л. н. м. р. к. имеет вид

где с«—константа, соответствующая уровню значимости я, а Р\Р} 
совместное распределение рангов у-ов, которое при выполнении 
условия (а) может быть представлено п виде

|/< 1)!

о- . . . ■ / „<։

Выполнение условий (б) и (в) дает возможность дифференцировать 
это выражение под знаком интеграла, что приводит к (9). Теорема 
доказана.

2 . Построение по заданной функции меток У(и) некоторой У(«;О. 
удовлетворяющей условиям теоремы, в большинстве случаев доволь­
но просто. Приведем несколько примеров известных ранговых кри­
териев.

Пример 1. Очевидно в представлении (1) функция меток, со­
ответствующая критерию Внлкоксона, является линейной. Рассмотрим

7(и) = 2и — 1.

Определим
./(„;О=7(«)/(Ц-А’О=. *£=0.

Легко проверить, что условия (4) —(7) выполняются; таким образом 
из (8) получим

ф(Л; 9) = £ р

При а«=0 получаем известную (’) альтернативу для критерия Внл­
коксона

ф(/-: 9)^(1 9)£ ©£>.

Приме р 2. . 1егко убедиться, что при
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7(«) = {(г4 !)//' 1!/г. г>0

критерии (1) представляет полиним степени г от рангов. 
Определим /(«; /) следующим образом:

Л"; 0 =

(/(и) 1)/1 Ь—I
\ г 4֊ 1/

I I И-/(«)) 
'■+ 1

Выполнение условий (5)— (7) нетрудно проверить, если заметить, что

7(«; О

Из (8) получим:

Ф(Л 6) =
Л 

1+&(1
(10)

При г=1 имеем еще одну альтернативу, соответствующую критерию 
Вилкоксона

ф(Г; 0) = -------------------- .
1 Н֊ 0(1 -/=*)

Можно показать, что (10) является альтернативой сдвига для распре­
деления

^(х)= .[ д->0

и альтернативой масштаба для распределения

Оба эти распределения получены в (4) при определении тех А'(л), 
для которых линейная ранговая статистика, основанная на данной 
■/(«), является асимптотически оптимальной.

Пример 3. Функция меток, соответствующая критерию Муда 
(’), равна

У«О = -1-(3|2« ц--И,

в общем случае можно рассмотреть

Ди) = ֊-{(г-Н)|2н-1|'-1}, г>о.

Используя такую же Ди; (), как в предыдущем примере, получим
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ф(Г; б) = — 1 j- 2Л- 1
|1:б 6|2Л'-1 |'Р'

при г •—2 соответствующая альтернатива имеет гид

ф(Г; 6)=֊L

2
2F 1 I

|1гб 6t|2F-l|‘|l'a f

Пример 4. Критерию нормальных меток (’) соответствует

•/(«> = Ф,7 ‘(м).

где Фо ՛(«) обратная функция стандартного нормального распреде­
ления. Определяя

?(//; /) ='./(«) 4- է }exp' ( ( J(u) If - 7’ («) )/2},

убедимся, что такая 7(п; /) удовлетворяет условиям (4)—(7) и, сле­
довательно, из (8) получим

ф(Л; б) = ф0(Ф֊«(Л)-б).

Можно заметить, что при /'(х) = Ф(1(д) полученная Ф(Г; б) является 
альтернативой сдвига нормального распределения.
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