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О пределах неопределенности Т-средних тригонометрических 
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(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР А А. Талаляном 26/У1 1979)

1. Введение. Мы будем пользоваться следующими обозначениями: 
£(«. Ь) совокупность всех измеримых функций, которые принимают 
конечные значения п. в. (почти всюду) на отрезке (а, Ь); $(а,Ь) — 
совокупность всех измеримых функций, определенных п. в. на (а, Ь), 
которые могут принимать также значения по и — по на подмно
жествах (а, Ь) положительной меры.

Пусть Г—некоторый линейный метод суммирования с матрицей 
II II (Оу—действительные числа, причем * индекс строк, а / —ин

декс столбцов) н

2-£ (>(*)
I О

(1)

некоторый ряд с действительными членами. Положим

5и(2, л) = Х МЛ)։
*~о

Ц2, х)=ТГН? М2, X), 
Л -ж

сял5*(2, х),

/(2, л) = Пгп/л(2, х).
Л х

Если /,(2, х) существуют в точке х, начиная с некоторого п, тогда 
числа /(2, х) и /(2, х) определены и называются, соответственно, 
верхним и нижним пределами неопределенности Т-средних ряда 2 
в точке х. в частности они могут равняться +ос.

Далее, обозначим через /’(2, п, Ь) и /е(2,а. Л), соответственно, 
верхний и нижний пределы неопределенности по мере Т-средних 
ряда 2 на отрезке (а, Ь).

Следуя Д. Е. Меньшову, введем следующее
Определение 1. Скажем, что ряд
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является подрядом (частичным радом) ряда 
имеем

если для любого

/?Л') =
О

на отрезке (а, Ь).
В работе (։) доказана
Теорема 1. Для любою конечное'прочного регулярного ме

тода Т, определив кого матрицей |{с<(||, существует тригонометри
ческий ряд

яг

^-0

удовлетворяющий следующим условиям:

1) Ита4=1(п1^>-0;

(2)

2) для любых /* * 7(х),6(х)С5(-т:, 0(х)^Г(х) п. в. на (—г, ?.)

^’а,со5б/х4֊Л/51г1£/х
I-

которые обладают следующим свойством: для любых Л/л), (7(х)£ 
5(-тг, г), 0(х)<Л(х) п. в. на (—«,«), можно определить такой под
ряд 2' ряда 2, чтобы имели место соотношения (4).

Оказывается, что ряды вида (5), обладающие этим свойством, 
существуют для довольно широкого класса методов суммирований 
|Т}', именно, для всех вполне регулярных линейных методов, матрицы 
которых удовлетворяют следующему дополнительному условии»:

можно определить подряд 2' ряда 2, для которого

Г(х)=Г(2'г.) (7(х)=М2',-к,к). (3)

Вопрос о том, для какого класса методов суммирований утверж
дение (3) можно заменить более сильным утверждением

Л(х)=/(2', х), 6(х)=7(2', х) п. в. на (-*,*),  (4)

является достаточно сложной задачей, так как даже для метода 
(С, 1) неизвестно, могут ли ряды вида (2) суммироваться к 4֊-ю на 
множествах положительной меры.

Здесь трудность по существу обусловлена тем, что при постро
ении ряда (2), удовлетворяющего требуемому условию, мы не име
ем права игнорировать полностью ни одну пару функций из системы 
(соз^х, 51пЛх), если даже она мешает построению.

Таким образом возникает более простая и в некотором смысле 
более естественная задача: описание класса тех методов суммирова
ний, для которых существуют ряды вида

(5)
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Нт 51»р Сц = О*.  
I I

• Эти методы, впервые рассмотренные Д. Е. Меньшовым, н частности содер
жат все методы Чезаро положительного порядка—(С, «>0).

При этом можно добиться того, чтобы коэффициенты ряда (5) 
стремились к нулю со скоростью, близко»։ к допустимой, и вместе с 
тем система {созЛ։х, $1п4рс) была “предельно редкой'.

2. Основные теоремы. Справедлива следующая
Теорема 1. Для произвольной последовательности 

и произвольной функции /(х)££( - -) существует ряд 2 вида (5),
удовлетворяющий следующим условиям:

1) 2 суммируется к /(х) п. в. на (—я, я) методами Т<1}. 
/=1. 2,...;

*
2) сП я любого е>0;

/ - I
* »

3)х՝ 1/Л<<4 ос, 1^| — имеет плотность нуль՝, 
1-1

для любых функций /(л), (7(х)£5(—г., я), (у(х) Г(х) п. в. на ( — я,я), 
существует подряд 2' ряда 2 такой, нт о

//‘(2', х)-С(л), /«>(2', х)=Г(х) п. в. на (-я, я)

для кажоого /=1,2........
Как следствие получается
Теорема?. Для произвольной функции /(л)€$(—к, я) сущес

твует тригонометрический ряд 

обладающий следующими свойствами:
1) ряд 2 суммируется к /(х) п. в. на ( — я, я) всеми методами 

(С, ։>0) и методом Д (Абеля — Пуассона)՝,

2) 2 М1  + 1^Р+<С4°°  ^ля любого е>0;* *

3) £ |Л,|— ииеет плотность нуль՝.
1-1

4) для произвольной функции Р£8( — т., я) существует подряд 
2 ряда 2, который суммируется к Ь'(х) п. в. на ( — я, я) всеми 
методами (С, а5>0) « методом А.

Отметим, что точные аналоги теорем 1 и 2 имеют место и для 
системы Уолша —|

В частности получается
Теорема 3. Существуют ряды вида

V а,со5^х 1-^51пЛ(Х։ V Ц/Т (х) 
/-1 |-| 
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удовлетворяющие условиям 2) и 3) теоремы 2, которые суммиру
ются к+оо п. в., соответственно, на (-*,?.)  и (О, 1) всеми мето
дами (С, ®^>О) и методом А.

Ряд, удовлетворяющий утверждениям теоремы 3, построен в 
работе ( ). Относительно теоремы 3 отметим, что не выяснено, могут 
ли ряды вида

к֊О

суммироваться к -|-®о на множестве положительной меры методами 
(С, 1) и А.

Заметим также, что редкость систем {соэЛ/Л, з1п А|Х| и ' 
в приведенных утверждениях в определенном смысле близка к пре
дельной, так как для лакунарных рядов эти утверждения не верны

Наконец отметим, что приведенные теоремы остаются в силе, 
если в формулировках под подрядами ряда 2 вида (1) понимать 
ряды 2' вида

1-1

Армянский педагогический институт 
нм. X. Абовяиа

Լ. Ա Շ1ԱԻՆՅԱՆ
եոանկ յու&աշափական շարքերի և 11ւո|շի շար I երի /’-միշիսների անորոշության 

սահմանների մասին

Նշանակենք Տ{—*,  *)  —"7 ր"1որ չ-՚ՒԿՒ ֆունկցիաների րադմռթյունը, 
որոնք որոշված են (—17, տ) հատվածի համարյա բոլոր կետերում և կարող 
են րնղոէնել նաև ֊ք-ՕՕ /< —ՕՕ արժեքներ դրական չավ, ռնեդոդ րադմու- 
թ լունների վրա!

Հոդվածի հիմնական արդէոէնքր հետևլալ թեորեմն Լ:
Թեորեմ. Կամայական /(*)€$(-*.«)  ֆունկցիայի Տամար րյոյու թյուն 

ունի

2~Уа^созЛ<л ֊ք ծյՏ1ւ։^<-< /-։
տեսքի շարք, որը ունի ննտևյալ հատկությունները.

/. Չ-ն հտնրաղռմարվռմ է / (Х)֊ Ւն (֊*•*)  
բոլոր կետերում, բոլոր (ՇյՅ՚^Օ) մեթոդներով,

2. Կամայական Р(Х), 1է) ֆանկղիաների համար, որոնք
բավարարում են «. ա ( ֊, «)֊ Ւ անհավաոար,ոթէանր.
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նի Զ֊ ի են թ աշարր.
րՒն սսյհմւսններր համ 
ֆունկցիաների հե Ш ( ՜“

"քի (^» իք ինների վերին և ստո*
էն արար համընկնում են F(X) ե G(X) 
)ի համարյա ք* ո(որ կետերում՝

3- ճ М,+* 1М2+։<-| օօ 
4*  I

կա մ иг լական £^>Օ համարի

•Ы
4. Տ ։/Л/<ео և {Հ} քոնի () իք trim Pl ա ն է 

/-1

^եորհմի հանգույցն ւււերյ/ւ անի նաև քեոյշի սիսաեմի համար։
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