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МАТЕМАТИКА

А. В Бахшецян

О перестановках системы Уолша

I Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Талаляном 12/У1 1979)

Пусть [/*}•  и (^* ’,7— две перестановки системы Уолша*.

• Определение систем Уолша, Уолша—П^ли и Уолша—Качмажа см., например, 
В <‘>- . - . |

Этот результат одновременно и независимо от работы (’) был получен также 
Р И. Овсепяном (не опубликовано) .Л Л?* ։~ . ЛЮИ

Определение. Системы 1Д] и {£*}  называются сильно 
изоморфными, если существует сохраняющее меру отображение 
Т : [0. 11 -|0, 1], которое взаимно-однозначно всю)у за исключением, 
быть может, счетного множества, и для любого к

/ь{Тх) = £ь(х) (-*€(0, 1|).
Если же {/<,} и {£ъ} —перестановки системы Уолша внутри „пачек", 
то назовем их кусочно-изоморфными, если для любого и сущест­
вует сохраняющее меру взаимно-однозначное отображение Тп: 
: [0, 1|'*[0,  1| такое, что

Ь{Тх} = К^х) (*  = 2Я, 2я +1, .
Очевидно, что ряды по сильно изоморфным системам неразличимы в 
вопросах сходимости в том или ином смысле. Известно, что системы 
Уолша н Уолша-Пэли сильно изоморфны (а). (3), а системы Уолша — 
Пэли и Уолша— Качмажа кусочно-изоморфны (’)**,  но не сильно 
изоморфны (см., например, (’)).

Мы будем рассматривать класс ~ тех перестановок системы 
Уолша —Качмажа Чг = {фк|^, которые кусочно-изоморфны системе 
Уолша—Качмажа.

В работе (։) вводятся линейные перестановки. В несколько иной 
терминологии эти же перестановки рассматривались и в работе (’), 
при этом оказывается (’•*),  что класс линейных перестановок совпа­
дает с классом сильно изоморфных перестановок. Далее в (’) опре­
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деляются кусочно-линейные перестановки, которые задаются после­
довательностью матриц

Р" = (р;у)Г,/-о ^/ = 0 или 1 (л=0. 1, . . .). (I)
Из определения следует, что каждая кусочно-линейная перестановка 
является кусочно-изоморфной. Оказывается, что имеет место в неко­
тором роде и обратное утверждение.

Теорема 1. 2 можно представить в виде объединения не- 
пересекающихся классов попарно сильно изоморфных перестановок, 
из которых ровно одна кусочно-линейна.

Пусть а£2. Тогда по теореме I существует кусочно-линейная 
перестановка % такая, что системы {]>։(*)}  и {К(*) } сильно изоморф­
ны. Далее, пусть перестановка оо задается последовательностью 
матриц (1). Через Р'п обозначим транспонированные матрицы Рп, а 
через кусочно-линейную перестановку, порожденную последова­
тельностью (Р;|о~. Тогда справедливо следующее утверждение, явля­
ющееся аналогом теоремы Е. М. Семенова (*)  (которой мы пользуем­
ся для доказательства нашего утверждения).

Теорема 2. Пусть р^2, р>\ и а£2. Для того, чтобы су­
ществовал линейный ограниченный оператор такой, что
Д^я&фв(я)։ необходимо и достаточно, чтобы для некоторого С и 
для любого п выполнялось неравенство

шез(й И Д. )^С2Я при р>2 
Л—0 *о(О

И
□о 2*Я4  2*  —I

тез (II И Д.-« )<С2֊Я
*-° Л (О

где о*  ‘ — перестановка, обратная з’, 

при /><2,

(т = [1о₽։Л|,

7 = Л—2т).
Отсюда, в частности, вытекает
Теорема 3. Пусть р^\,р£2. Не существует линейного 

ограниченного оператора А : такого, что А^п = ^п (л=0,1...),
где М = {юп}* —система Уолша—Пэли.

Таким образом, система Уолша — Качмажа не является ни сильно 
изоморфной, ни даже изоморфной в обычном смысле (теорема 3) сис­
теме Уолша. И тем не менее, при р> \ она базис и система сходи­
мости в Для р^>2 это следует из оценки

||8ир|2 ДЛЯ любого/€Р, (2)
т

которую при р = 2 для кусочно-линейных перестановок получил Ф
Шипп (’), а при р'>-2 для некоторого класса перестановок, который 
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формально уже класса перестановок, кусочно-изоморфных системе 
Уолша—Пэли (см. ниже, теорему 4) —У.-С. Янг (։), причем У.-С. 
Янг пользуется методом Карлесона-Ханта*.

Из оценки (2) по соображениям двойственности следует, что 
система Ч՜ —базис и в Ьр, 1<р<2. Однако утверждение, что Чг—сис­
тема сходимости в Ц> (р<2), доказывается другим методом (։в). 
Оценка типа (2) для р<2 неизвестна.

Покажем, что для р^2 (2) является следствием того, что Чг 
кусочно-изоморфна системе Уолша —Пэли (։), для которой оценка 
типа (2) известна (7) при р>\. Собственно, эту идею использовал Ф. 
Шипп для получения оценки (2) при р = 2 (*).

Теорема 4. Для любого р^2 существует постоянная Ар 
такая, что для произвольной системы О=|£»|*,  кусочно-изоморф­
ной системе Уолша —Пэли \У, верно неравенство

т
II I х М/)£<•(*)  11| II / II „ 

т 1
(3)

для всякого
Доказательство.

5ир зир |У 2Р(՜ (5ир| И7)|р 4-
п 2п..т<гп+' /-2я / \ Л л

т
эир Ц <2/£/ 

2"<т<2я+։ /—2я
I >$2" 4֊ I _|(Л О)

-5։л_։ (/. о)р \

Здесь использована кусочно-изоморфность системы (/ и наличие 
оценки типа (2) для системы \У. Далее, пусть О и R—два полинома 
по разным .пачкам- системы Хаара. Тогда для р -2 имеет место не­
равенство

л<?п; I- 11/?11’<ир

Это вытекает из числового неравенства

4- < (« + *)' ’ + «»-ДИ
Поскольку доказательство теоремы У.-С. Янга, насколько нам известно, в 

периодической литературе не публиковалось, то мы не знаем, проходит ли пот ме­
тод доказательства для класса кусочно*изоморфных  перестановок.
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первого для а^Ь^О при р^2. Отсюда для любого N
Л-1

л-0
I'S” ՛.,(/

с с, [|/р.
Это вместе с (4) дает (3). Теорема 4 доказана.

Заметим, что оценка типа (2) не верна для произвольной пере­
становки даже внутри .пачек*  (ни при каком /»1). Действительно, 
пусть ряд Фурье 2с*(/)ад*(х)  некоторой функции / из расходит­
ся после некоторой перестановки х (существование хи/ следует из 
того, что равномерно ограниченная нормированная система не явля­
ется безусловным базисом в Ар (•)). Выберем последовательность 

так, чтобы выполнялись неравенства
т

II1 Wi II 
t ~п

для любых т п>1ь, 6=1, 2, . . .

Далее, из расходимости ряда 2^Ж(о в £р следует существование 
Л

последовательности полиномов Р*=2  с:(Пту.(0 (6=1, 2, . . .) таких, 

что при любом 6 || || р больше некоторого е0 0, причем {Рц) мож­
но выбрать так, чтобы для всех /г было

1к<п„ и /л*<л» +։,
где

nh= mln -(i), 
* < J*

wk= inax x(Z).

Пусть последовательность {Л\}’такая, что 2х»^>т>, (6=1, 2, . . .)։ 
и 2*  = {л : Лк<л<тА, л =х(/)

Рассмотрим ряд (/•„—функции системы Радемахера)
ОО оо Ik
2 Глг*(Р>  + 2 — 2 ( 2 r(oW2.v> .(0 4-2
л-i *-։  /-/*

который расходится (в силу || гхкРь || р= || IK || />։0) ” является пе­
со ,nk

рестановкоя внутри .пачек*  ряда Фурье функции £(х)==2 2 c„w2v*  я֊
4-1 л-лд

mk mk т
(Заметим, что ||2 G>Wj*’a +Jp—|2 II2h и lim sup I2c»w„j|д=0.

Л —Лд *~ nk 4*Ю  ЛдОЯСМД Л-Лд

Так что g£Lp).
Из сказанного выше мы видим, что в 1.°, р~>\, ряды Фурье по 

системам Уолша —Пэли и Уолша —Качмажа ведут себя одинаково. 
Однако не так обстоит дело при р=\.

Предложение. Существует f^L такая, что ее ряд 
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Фурье—Уолша сходится п. в., однако в порядке Уолша — Качма- 
жа расходится п. в.

В заключение автор благодарит Р. И. Овсепяна, под руковод­
ством которого выполнена эта работа.
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Ա. Վ. ՐԱԱՇԵՅՅԱՆ
Ուո|շ|ւ սիստԼմի տЬ գvui|in|tiи 11>; иiGն 1> г|ւ մասին

Ուոլշի իսքրերի ներսում
h-pl т նների որոշ րյասւ

Ա/դ դաս ցվւսծ են 11ւոլ սիստեմին իզոմորֆ
լինելու անհրաժեշտ ե բավարար պալմ աններ (ք/եհրեմ 2)/ 1Г ասն ավո րա սլ1 

նշված Լ {կնորեմ 3) 9 որ 11ւոչշ —Պելի ի [ X’n | ^էՈ11—^ա չմաժի [ Հւո սի
աեմներր իզոմորֆ չեն //•ա մ (P 2) սու]որսւկան իւ. 
թլուն չունի անընդհատ և սահմանափակ օպերատոր

ալսինրր զոլա֊ 
՞ ԼՒ ալնսքիսինք
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