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Пусть задано множество А/. Разбиением этого множества, как 
обычно, будем называть семейство попарно непересекаюшихся под
множеств множества М такое, что сумма всех подмножеств этого се
мейства равна А1. Для каждого заданного разбиения каждое подмно
жество, принадлежащее разбиению, будем называть смежным клас
сом. При АГС/И разбиение М будем называть дизъюнктным по от
ношению к множеству АГ, если никакие два различных элемента из 
М не попадают в один и тот же смежный класс этого разбиения.

В дальнейшем нас будут интересовать дизъюнктные разбиения 
множеств булевых функций. Мы покажем, что существует прямая 
связь между сложностью алгоритмического задания дизъюнктных 
разбиений множеств булевых функций и сложностью алгоритмов син
теза, определенных для этих множеств.

1. В дальнейшем будем использовать следующие сокращения и 
обозначения: б. ф. —булева функция, н. ч. — натуральное число, 
о. р. ф. — общерекурсивная функция, ч. р. ф.—частично рекурсивная 
функция. Слова в {0, 1} естественным образом будем отождествлять 
с н. ч. (’). Длину н. ч. х будем обозначать посредством /(х). Если 
Ц есть конечное множество н. ч., то через р будем обозначать мощ
ность этого множества. Размерность б. ф. будем указывать верхним 
индексом, так что если Р есть б. ф. размерности п (т. е. слово в 
{О, 1} длины 2п, содержащее информацию о всех значениях Р), то 
будем писать Рп. Букву В будем использовать для обозначения 
множества всех б. ф., букву А1—в качестве переменной для обозна
чения произвольного перечислимого множества б. ф. (при этом по
средством Мп будем обозначать множество б. ф. размерности п, при
надлежащих Л1), букву С—для обозначения н. ч., буквы Т и г—для 
обозначения одноместных о. р. ф. и букву //—для обозначения двух
местных о. р. ф. Символ >.м используем для обозначения характерис
тической функции множества АГ



Будем предполагать фиксированным некоторое положительное 
рациональное число е < 1/2, относительно которого рассматриваются 
все приближения б. ф. Все вводимые далее определения и обозначе
ния, относящиеся к приближенным вычислениям и содержащие «, мы 
будем употреблять и при рассмотрении точных вычислений (» = 0); 
при этом, сохраняя обозначения, будем употреблять их без е. Бук
вами гио будем обозначать такие функции, что для слов а и а' в 
{О, 1} одинаковой длины г(а, а') есть расстояние по Хеммингу меж
ду а и а’ (т. е. число компонент, в которых а и а’ различаются) и 
р(а, а՛) = г(а, а Если р(а,а')<^е, то будем писать а а' и го- 

«
ворить, что а и а՛ е-равны. При сравнении функций а и 3 символы 

и — будем использовать в следующем смысле: (я<-3) = 
•1СУл(«(л)<?(л) + С), (а^)=(а<^)Л(3<а)

В качестве основного алгоритмического языка будем рассматривать 
некоторую аддитивно оптимальную нумерацию ч. р. ф. (*•’) <?, т.е такую 
нумерацию одноместных ч. р. ф., что для любой другой нумерации од
номестных ч.р.ф. ՛> можно указать о.р.ф. * такую, что \7\& 
&/(*(/))< •/(/))). Будем говорить, что ч. р. ф. а вычисляет б. ф. Л", если 
Ух(1(х)=п Э а(х) = Рп(х)), и что ч. р. ф. а «-вычисляет Л" (и писать 

если а вычисляет б. ф., «-равную Рп. Для нумерации <р зафик- 
I

сируем последовательность Ф, сигнализирующих (*), и с каждой 
Л Л

Фр ассоциируем ч. р. ф. Фр такую, что \гп(Фр(н) = тах Фр(л)). Под 

Е-алгоритмом синтеза будем понимать произвольную о. р. ф- (будем 
использовать сокращение е-а. с.), под областью применимости е-а. с. 
Л будем понимать множество £л={/г1та(Л)՜---Г). Если Л есть е-а. с..

то посредством |Д(Л'я)]-։ будем обозначать множество [/՝П|Д(/՜= 
=М(/?Я)). Будем говорить, что Я есть е-а, с. для Л1, если 
при этом псевдофункцией Шеннона (՛) по Л будем назы.ить та
кую псевдофункцню что л(л) = шах/(Д(/"))). Посред-

Р" £ Мп
ством £.‘и будем обозначать псевдофункцню Шеннона множества ЛГ, 
понимаемую естественным образом, а именно (л)=тах(пнп !(р)чР-

՝ Рп), где максимум берется по б. ф. размерности п, принадлежа

щим М. Е-а. с. А будем называть оптимальным для .И. если /,м л 
Посредством £5Г будем обозначать такую ч. р. ф., что \ п \ / (/. (/ ) 

-/(т1п{^^)&(Фр(л)<7՝(//))|). Пусть « есть булев вектор; мно

жество векторов той же длины, что и а, « равных л, будем называть 
шаром радиуса « с центром а. Под «-мощностью множества (/ (ч 
будем обозначать через </•(<?)) б- Ф- одинаковой размерности будем 
понимать минимальное число шаров радиуса «, достаточное для по
крытия ().
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Будем рассматривать такие разбиения 2 множества В, что каж
дый смежный класс содержит б. ф. одной и той же размерности. Та
кне разбиения индуцируют разбиения В„, которые будем обозначать по
средством 2», а их мощность посредством 2Я. Будем предполагать, что 
рассматриваемые разбиения рекурсивны, а именно, что для каждого 
разбиения ‘2 существует рекурсивная .«-характеристическая функция" 
/, удовлетворяющая условию: для всякого п, для любых у и г, при
надлежащих рэвенство/(л, у)=/(л, г) имеет место тогда и только 
тогда, когда у и г принадлежат одному и тому же смежному классу раз
биения Вп. Для удобства будем предполагать, что разбиение задается 

одноместной рекурсивной функцией/такой, что У п\ Р я(ф(Рп)=/(п,Р п)). 
Разбиение 2 множества В будем называть дизъюнктным по отноше
нию к Л/, если в каждом смежном классе разбиения 2 содержится 
не б злее отного элемента из .М. Разбиение *2, дизъюнктное по отно
шению к Л1, будем для краткости называть дизъюнктом М. Разбие
ние 2 множества В будем называть е-дизъюнктом Л1. если б. ф. из 
.VI, принадлежащие произвольному смежному классу этого разбиения, 
содержатся в некотором шэре радиуса е. Разбиение 2 множества В 
будем называть конструктивным е-дизъюнктом множества М, если 
оно является е-дизъюнктом и существует частичный алгоритм, кото
рый по элементу всякого смежного класса, имеющего непустое пе
ресечение с М, выдает центр шара радиуса е, в котором содержатся 
все б. ф. этого пересечения. Нетрудно убедиться в том, что е-дизъ- 
юнкты рекурсивных множеств конструктивны. е-дизъюнкт 2 (соот
ветственно ։-а. с. А) будем называть Г-е-днзъюнктом (Г-е-а. с.), 
если можно указать программу вычисляющую характеристичес
кую функцию разбиения 2 (вычисляющую е-а. с. Д) такую, что 

л 14.
Для обозначения указанных фактов будем исполь

зовать также записи 2 £ /?г, соответственно Л £/?г, а также 
для обозначения аналогичного факта для

2. Рассмотрения этого пункта относятся к случаю е=0. После
дующие два утверждения иллюстрируют существование множеств 
б. ф. существенно отличающихся по мощности от своих дизъюнктов 
(пример и множеств, для которых существуют равномощные им дизъ
юнкты, нетрудно построить). ։

2.1. Для любой монотонной неограниченной о. р. ф. а. (сколь 
угодно медленно растущей) можно указать перечислимое мно
жество М такое, что Vл(Л7„<։(л)) и для всякого дизъюнкта 2 
множества М имеет место У' (2„==^л).

Следующее утверждение является рекурсивным аналогом 2.1.
2.2. Для любой монотонной неограниченной о. р. ф. а (сколь 

угодно медленно растущей) и для любой о. р. ф. Т можно указать 
рекурсивное М такое, что \'л(лГп < я(л)) и для всякого 7-дизъюнк
та 2 множества Л1 имеет место У*(2Я=»ВЯ).
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Следующая теорема показывает, что сложность (например, время 
работы) оптимальных а. с, для множеств находится в прямой зави
симости от сложности задания разбиения дизъюнктов множеств, близ
ких к ним по мощности.

Теорема 1. Можно указать о. р. ф. Н такую, что для 
всякого перечислимого М и для всякой о. р. ф. Т выполнено:

(а) по всякому I-дизъюнкту 12 множества М можно указать 
а. с. А для Л1 такой, что *

(л)<^/(2п) и А- %н\л.Т(п>й

(б) по всякому Т՝а. с. .4 для можно указать дизъюнкт 2 
множества М такой, что

Ц-'п) / в.л (п) 2 ( #Н(п Г(п)),и

если то можно указать дизъюнкт 2 множества ,И та
кой, что

Ч.А и ~ С
Согласно пункту (б) теоремы, для множеств со сложной харак

теристической функцией мощность дизъюнкта является нижней оцен
кой функции 1-в.а, а не 1-м,а. Как показывает следующее утвержде
ние, нижняя оценка для Ьвл является нижней оценкой для для 
многих п.

2.3. Для любых перечислимого множества М и о. р. ф. 1(/т)<2'* 
выполнено: [У(а. с. А для Л1)У*(/.а,д(л) > ;(л))] | У(а. с. А для Л1)

(*)>т(л))].
Из теоремы и утверждений 1,2 и 3 следует существование 

множеств, либо вовсе не допускающих оптимальных а. с., либо не 
допускающих просто вычислимых оптимальных а. с.

Из теоремы также следует, что сложность а. с. для множеств 
б. ф. не определяется сложностью б. ф., из которых эти множества 
составлены; а именно, множество может быть составлено из сложных 
б. ф_, но допускать просто вычислимый оптимальный а. с. Этот факт 
вытекает из теоремы посредством следующего рассуждения: разобьем 
(некоторым простым способом) для каждого л множество Вп на 
л подмножеств (У, <2’,..., (2" равной мощности (/((?'„) ~ 2՝ — ЛЛ)), 
далее из каждого множества (2' выберем сложную б. ф. (например, 
такую, что при достаточно большом ограничении / на время 
работы программ эта б. ф. вычисляется лишь программами 
объема больше чем 2я — /(л)); множество выбранных таким 
образом б. ф. объявим множеством б. ф. размерности л иско
мого множества Л/; существование просто вычислимого оптималь
ного а. с. для этого множества следует из возможности простого 
разбиения Вп. Таким образом имеет место следующее утверждение 
(оно нам понадобится и для последующих рассмотрений).
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2. 4 Можно указать такую о. р. ф. t, что для всякой о. р. ф. 
Т существует множество М мощности Мя=п, удовлетворяющее 
условию \:n\\F^Mn)(lJ(F'Y>2'-l(n)) и обладающее оптимальным 
t-a. с.

Как показывает следующее утверждение, если простой а. с. А 
синтезирует оптимальную программу для сложной б. ф. F, то мощ
ность множества |Л(Л)|՜’ будет достаточно велика.

2. 5. У/УУа. с. ?2VnV(F^D^)(/(rf[fi(F")]֊»)>£W"^<a"«(F1)- 

֊2/(fc(F'))֊C).
3. В этом пункте рассмотрим случай е^О. Утверждения этого 

пункта представляют собой аналоги утверждений пункта 2. Обозна- 

чение ш, используется для следующей функции: шг(п)=2п—log С!,п, 
/-о 

содержательно эта функция для всякого п задает логарифм (-мощ
ности В„. .

3. 1. Для любой монотонной неограниченной о. р. ф. а (сколь 
угодно медленно растущей) можно указать перечислимое М такое, 
что \՜,(J'(A1n)<^a(«)) и для всякого t-дизъюнкта 2 множества 
Л1 выполнено V*(2П^>^,(п)).

3.2. Для любой монотонной неограниченной о. р. ф. л (сколь 
угодно медленно растущей) и для всякой о. р. ф. Т можно ука
зать рекурсивное Л1 такое, что \п(д,(Мп)<^л(п)) и для всякого 
Т-г-дизъюнкта 2 множества М выполнено ¥'(£/>ш2,(л)).

Теорема 2. Можно указать о. р. ф Н такую, что для 
всякого перечислимого М и для всякой о. р. ф. Т выполнено:

(а) по всякому конструктивному Т— t-дизъюнкту 2 множес
тва М можно указать е-а. с. А для М такой, что

(б) по всякому Т-г-а, с. А для М можно указать 
тивный ь-Оизъюнкт 2 множества М такой, что

конструк-

Ф
и 2£Rn{n,T(nn't

если i-m£Rt, то можно указать t-дизъюнкт 2 множества 
М такой, что

/(2Л)< • L'M A и 2(/?hm.Лл)>.

3. 3. \ М¥7<ш,|¥(е-а. с. А для Л!) ¥“(А'В л(л)^>у(л))| ¥(е-а.с. 
А для М)3;(/.'ИД(Л)>1(Я))|.

3. 4. Можно указать о. р. ф. / такую, что для всякой о. р. ф. 
Т существует множество М такое, что д'(Мп)—п, удовлетворяющее 
условию \ п\’(Рп£М)(Ь‘т{Р'п)^>лл,(п) — 1(п)) и обладающее оптималь
ным /-<-а. с. V
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3.5. 3HVe-a 
-2/(?z(F”))-C).

с. ^z\'n\'(F я(О’0(/((/։|д>Д^я)|֊։)>£‘-«<"Д։2я» (Л")

4. В этом пункте мы рассмотрим а. с. частного типа, эти а. с. 
будем называть /'-оптимальными. А именно, е-а. с. А для Л1 будем 
называть Г-оптимальным, если выполнено: для б. ф. из М этот а. с. 
синтезирует программы, которые не хуже по объему Т-минимальных 
программ, т. е. V«V(f^A1)|(?X(^F )&(/(A(F')X min Hp)\(?^>F”)&

* 1Л
&(Фр(л)< Т(л)))|. При е = 0 данное определение соответствует слу
чаю точных вычислений. Примером Г-оптимальных а. с., как нетруд
но убедиться, могут служить а. с. из утверждений 2.3 и 3.3; указан
ные а. с. просто вычислимы и в то же время являются оптимальны
ми для сложных множеств (множеств с трудно вычислимой характе
ристической функцией). Как показывают следующие утверждения, 
Г-оптимальные а. с. могут быть просто вычислимыми только для 
множеств со сложной характеристической функцией.

4.1. Молено указать о. р. ф. Н такую, что для всякого ре
курсивного М такого, что Мя->оо, и для всякой о. р. ф. Т выпол
нено՝. если <$р и суть соответственно Т-оптимальный а. с. для 

л
М и характеристическая функция М, то \-*(Н(п, шах(Фр(2я),

ФИ2")))>^))-
4.2. Можно указать о. р. ф. Н такую, что д /я всякого ре

курсивного М такого, что <1*(Мя)-*е>о, и для всякой о. р. ф. Т вы
полнено: если ч>р и суть соответственно Т-оптимальный t-a. с.

л
для М и характеристическая функция М, то \*(Н(п, тах(Ф/>(2'։),

Ф,(2Я)))>Г(«)).
Пользуюсь случаем выразить глубокую благодарность И. Д. 

Заславскому за внимание и ряд существенных замечаний при напи
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Вычислительный центр
Министерства автомобильного транспорта
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Լ Լ. ՆԱԶԱՐՅԱՆ
ւ՚ուլյան ֆունկցիաների թացմությունների ցիցյունկտ տրոհումների մասին

Բո^ր րոլԱան ֆունկցիաների (ր. ֆ ) րապմռթյան տրոհռմր կանվանենք 
դիդյունկտ ր. ֆ. M բազմռթյան նկատմամբ, եթե յուրաքանչյուր տրոհման 
դասում կա մեկից ոչ ավել ր. ֆ., որր պատկանում 4 }]-ինւ
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