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С. Г. Инджеян

Об ахроматическом числе гиперграфов

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. Р. Варшамовым 30/1У 1979)

В настоящей работе рассматривается полная раскраска гипер
графов и приводятся некоторые достижимые оценки для ахромати
ческого числа. Обобщаются ранее известные результаты Д. Геллера 
и К. Гудсона для ахроматического числа графов (։).

Все понятия и обозначения, не определяемые здесь, можно най
ти в (’). Л

Пусть Х=|л։, х2.......... хр} — произвольное множество, а Е— про
извольное семейство подмножеств из X, причем для любого е£Е 
имеет место |е|>2. Пара Н=(Х, Е) называется гнперграфом с мно
жеством вершин X и множеством ребер Е.

Раскраску вершин гиперграфа будем считать правильной, если
все вершины одного и того же ребра разноцветны. Правильная п- 
раскраска гиперграфа цветами |1, 2, . . п} называется полной, если 
любая пара цветов г, /£{], 2. . . п} смежна, т. е. существуют 
смежные вершины х и у, окрашенные в I и /.

Гиперграф Н=(Х1 Е) называется гнперграфом полных смежнос
тей, если в нем любые две вершины смежны, т. е. принадлежат ка
кому-то общему ребру.

Отождествление любых двух несмежных вершин в гиперграфе 
назовем элементарным гомоморфизмом. Гомоморфизм гиперграфа Н— 
это последовательность его элементарных гомоморфизмов.

Хроматическое число т(//) (ахроматическое число это 
наименьшее (наибольшее) число красок, требующихся для полной 
раскраски вершин гиперграфа Н.

Пусть Е(х)=\е£Е1х£е},

И
Цх)-{у€*/3«€£(ж)(у€г)}

,*՜՜ ' Н-х=(Х {х!,.՝£ч£(х)).

Н-е=(Х, £՝.|Д
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Теорема 1. Для любого гиперграфа // = (Л', Е) и любого 
ребра е£Е

<И/У)-И Т 1< Ь(А/-е) -5(Л/) Н
2

Доказательство. Пусть е=(х։, х,..... х<) и ф(//)=л. Пред-
положим сначала, что не выполнено правое неравенство, т, е *^|//—£) = 

|е|
= п + /г^> п — . Очевидно при любой полной л 4֊ раскраске 

4*
гиперграфа Н~е должны сущствовать вершины из {хр х։.......... х/|,
которые окрашены в один и ют же цвет. Зафиксируем одну из та
ких раскрасок, и пусть ХДе) -{х։, х։.......... х,}. |Л'/(е)|>2, /=ТГ^
причем вершины множества ХДе) окрашены цветом /. Очевидно,

. Докажем существование такой перекраски вершин гипер

графа //, при которой уничтожаются все одноцветные классы, а чис
ло красок уменьшается не более чем на т. Рассмотрим множество

Случай 1. Существует вершина х£Хх(е), смежная с вершина
ми всех цветов, кроме, быть может, тех, которыми раскрашены вер
шины из {х։, х„ . . х,}.

Тогда, оставив цвет вершины х без изменения, перекрасим все 
вершины А’։(^)\{х} в различные цвета, отличные от цветов вершин 
х։, х„ . . ., хь используя в случае необходимости новые цвета.

Случай 2. Для любой вершины х£Л’։(е) существует цвет д 
такой, что ни одна вершина из {х1։ х............Х/}11£(х) не окрашена 
в 7-

Выберем произвольную вершину х^Х։(г) и, оставив ее цвет 
без изменения, перекрасим все вершины Х։(е)\|х| в различные цве
та, отличные от цветов вершин х։, х։, . . хЛ используя в случае 
необходимости новые цвета. Но тогда, возможно, нарушится смеж
ность цвета 1 с какими-то дветами Ьр. Если все эти цвета присвоены 
также некоторых։ вершинам из {х։, х։, . . ., хД то переходим к рас
смотрению множества Х։(с),

Пусть теперь существует такой цвет 8 который не окра
шена ни одна вершина из {х։, х,. . • X/}. Тогда перекрасим все
вершины цвета 1 в цвет 1С (очевидно, полученная раскраска будет 
правильной). Таким образом, уменьшив количество цветов не более 
чем на 1, мы уничтожили одноцветный класс А\(е). Проделывая то 
же самое со всеми остальными множествами Х/(е), где / = 2, 3, . . ., т, 
мы придем к полной раскраске вершин гиперграфа Н, откуда

Н /—е)—т. Полученное противоречие доказывает справедли 

вость неравенства Ф(/7 —4 — -
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Теперь докажем, что ^(Н—е)^>ЦН)—|е|֊Н• Пусть }(/7) = л. 
Тогда, очевидно, существует гомоморфизм гиперграфа // на л-вер
шинный гиперграф полных смежностей Кя. Следовательно, для лю
бого ребра е из Н найдется ребро е' из К„ такое, что |е'| = |е|, и су
ществует гомоморфизм Н-е на Кп—е'. Поэтому ф(Н—е)՝^ |(Н) 
— |е|+ 1. Теорема доказана.

Теорема 2. Для любого гиперграфа Н = (Х, Е) и любой 
вершины х£Х

՛>(//) - |Цх)| <5 |(Л7 х) < 4>(/У ) +

Доказательство. Пусть Ъ(Н) = п. Рассмотрим раскраску 
гиперграфа Н—х, порожденную полной л-раскраской гиперграфа Н, 
где х окрашена цветом /։. Если эта раскраска не полная, то сущест
вуют цвета jit и /«, присвоенные вершинам из £(,v)U{.v}, такие, что 
ни одна вершина цвета /» не смежна ни с одной вершиной цвета jm. 
Перекрасим в цвет jm все вершины цвета jk. Если эта раскраска не 
полная, то опять должны существовать цвета jp и jq, присвоенные 
вершинам из Z.(x)U{*}, такие, что никакая вершина цвета jp не 
смежна ни с какой вершиной цвета jq. Тогда перекрасим в iq все 
вершины цвета jp и т. д.

Легко заметить, что путем таких перекрашиваний в конце кон
цов получим полную раскраску вершин гиперграфа Н-х не менее 
чем ■>(//)—|Z.(x)| цветами. А это значит, что 5(/7—[А(х)|.

Докажем справедливость неравенства 6(/У—х) .

Пусть у(/7—х)=п. Если полная л-раскраска гиперграфа Н—х такова, 
что она является правильной раскраской вершин Х\|х| в Н, то, 
окрасив х одним из цветов 1, 2, . . л или, если это невозможно, 
цветом л 4-1, получим полную раскраску вершин Н. Пусть теперь 
полная л-раскраска гиперграфа Н—х не является правильной рас
краской вершин Х\|х} в //, т. е. существует ребро е=\х1,х1,...,х1)£Е(х) 
такое, что не все вершины из {х1։ х։, . . ., хг}{х} окрашены раз
лично. Пусть Ху(е)С{х1։ х։, . . ., хДДх}, |Ху(е)|>»2 и все вершины 
в Ху(е) окрашены цветом /. Для каждого ребра е, перекрасив вер
шины из ех|х} так, как это было сделано в доказательстве теоремы 
1, мы получим полную раскраску вершин множества Х\|х} в Н. 
После этого окрасим вершину х в один из использованных цветов.
а если это невозможно, придадим ей новый, еще не использованный

цвет. Очевидно, число красок будет не менее ^(Н—х) —

это значит, что х)— И-(х)|

ЩХ)П
♦

откуда ф(А/—х)<|(А/)4-

. Теорема доказана.
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Легко можно убедиться, что нижние оценки для ЦН—е) и 
ЦН-х), приведенные в теоремах 1 и 2, достижимы. Верхние оцен
ки тоже достижимы; более того, для любого к существуют гипер
графы Н и О, в которых можно найти ребро е^Н и вершину О 
такие, что ф(/У-е) = ^) + А и Нетрудно убе
диться, что для гиперграфа Н=(Х, Е), где

''^={-'гп -*л • • ■> •*<»}»

£ = хг............х։*)} V {(•*։*+!, -К2»+г, . . х4*)) Е։ и £■,,

£1 = ((*6 ^)/Л 2*|}\( и (х2<_։, х2/)),
!-■ 1

* з* к 4*
£-=<и, ,4. ('«-՛• х'))и< и и (*»• */)).

}_1 ;-2* + 1 /«.։ /-з*+1

и для ребра е = (х։, д։.......... л.*) имеет место ЦН-е) =
Для гиперграфа (?=(К, IV'), где

>' = {У1. У։. Уз.......... У«+в}.

и” = {(У2*>5, У2Л+6...........У4*+б)} и{(Ур У„ У4............. У2Х+2)) и{(у„ У։)} и

и 1(У„ У^+>. У»н)}и и

^х"{(Уь У/)/Л /€13, 2*+4]|х(и։(У*+1, У2..2)),
-I

А + 1 3**5 *41 «Ш
՝*', = ( и и (V։,.,. УуЯШи и у>))

/-1 /-2Ш /-1 /-ЗА-Н

и для вершины у^У имеет место Ф(О—у։) = |((7)4֊Л.
Пусть Н=(Х, Е) — произвольный Ахроматичный гнперграф, а

I —
А/—независимые множества, где и Х< = Х. Через Н обозначим класс 

1-1
* *

гиперграфов Н=(Х, Е), в которых независимыми множествами яв
ляются те же самые Х1 и вершины из разных независимых множеств 
смежны тогда и только тогда, когда они не смежны в Н. Нетрудно

« * •
убедиться, что для любых двух гиперграфов //х, имеем

«(/У։) = Л(//2), где £(//) —число нетривиальных компонент гипергра
фа Н. Через обозначим переменную, принимающую значе
ние I, если существует по крайней мере одна вершина из Л/, инци
дентная всем вершинам из Х^Х/, и 0 в противном случае.

Теорема 3. Ес ли Н=(Х, Е)-1 —хроматичный гиперграф, 
то

|Л I-тах р¥/| 4- I |(//)> X ’/ +*(//). 
«-1

где Н
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Доказательство. Очевидно, что в полной ^-раскраске ги
перграфа Н число цветов, принадлежащих только А'/։ не может пре
восходить 1. А это значит, что Ъ(Н) |А'| — шах |А/Ц- 1.

1</</
Докажем справедливость нижней оценки.

* м *
Пусть к(Н) = k и /У1։ /Л, . . /7*—нетривиальные компоненты

гиперграфа //. Пусть ■—максимальная по числу вершин /-доль
ная часть, в которой любые две вершины из разных долей смежны; 
окрасим все вершины этой части цветом /.

Если -4=1, то существует вершина .г£А'։, смежная со всеми 
вершинами из ХхЛ’л окрасим ее цветом к 4- / (/£(!,/]). Очевидно, 
что в гиперграфе Н все эги цвета попарно смежны и смежные вер
шины окрашены различно. Каждой еще не окрашенной вершине при
дадим один из использованных цветов, а если это невозможно, то 
окрасим эту вершину новым цветом. В конечном итоге получим 

полную раскраску вершин гиперграфа Н не менее чем ^'/+^(/7)
I • I 

/ “■
цветами, т. е. 4-Т^(/7). Теорема доказана.

«-։
Пусть теперь // = (А', /^—произвольный />-вершинный гипер

граф, а /7-класс гиперграфов Н — (Х, Е), в которых две вершины 
смежны тогда и только тогда, когда они не смежны в //; -(//) — 
число вершин, смежных с р— 1 вершинами.

Теорема 4. Для любого р-вершинного гиперграфа Н

где Н^Н.

Доказательство. Верхняя оценка очевидна. Докажем спра
ведливость нижней оценки. ;

Пусть к(Н)*=к и пусть //։, Н3, . . —нетривиальные компо
ненты Н. В каждой /// выберем максимальную по числу вершин 
часть полных смежностей и раскрасим все вершины В1 цветом /, 
а изолированным вершинам Н придадим цвета £֊Н» Л-{-2, . . ., к |- 
Н֊х(/У). Очевидно, все использованные цвета в гиперграфе Н попарно 
смежны и не существует смежных вершин, окрашенных в один и тот 
же цвет. Каждой еще не окрашенной вершине придадим один из ис
пользованных цветов, а если это невозможно, то новый цвет. Таким 
образом мы получим полную раскраску для // не менее чем 6(/7)|- 
֊+֊'(//) цветами, т. е. ) А(Н )]-'(//). Теорема доказана.

Теорема 1 является обобщением результата Д. Геллера и К. 
Гудсона: ■

ЯН)-1 ИЮ+ 1.
где //—произвольный граф, а е— произвольное его ребро. Нетрудно 
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убедиться, что при |е| = 2 неравенства теоремы 1 совпадают с нера
венствами (* ).

Вычислительный центр Академии наук 
Армянской ССР и Ереванского 
государственного университета

Ս. Դ. հՆՃԵՅԱՆ
Ճ|)Ա|Լ ՐքքՐաֆն եր ի սւխրոմատիկ բւ|ի մասին

II հիպերպրաֆի ւլաц ա/ժն ևրի ոէէ/երյ ներկէ" մր կանվանենր ե ե
էլուլների կամայական ( ե ] էլ"է IеքՒ 'ամ ար րլ ո լու (ժ լուն ունեն X և у կԷԱ '1Ш’ 
էլա[ժներ, որոնր ներկվաձ են Տ ա մ ա սլա ա ա и իւ ան ա բ ա ր [ ե / ւլու1նևրովէ ձ(//)- Ոէք 
կնշանակենյէ ւրււլների մա րոիմ ալ 1^ի,1ր» որն ան •(•ил! ե չսւ Է {{•ր /ք/"/ ներ-

ցված են հհտևրսլ հասանելի պն ա հատ ականն ե րր'

ն{ՒՈ ֊խ|փ ?(//) + լշ
■>(Л/) - |Л<х)|«i(«-■։)< ) +

որտե րյ

Л(х)= |y€X/def£(x. у?е)}
II "է шу»!шЛ են նաե հш սա^ԿՒ պնահաաականներ Ь(И )՜/’ համ սէրէ

Л ИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿ1ԼՆՈհ1*ՅՈԻՆ
։ D. Geller, К. Hudson, Fundaments Mathemalicae, LXXXV, 1974. J C. Berge.

Graphes et hypergraphes, Paris, Dunod. 1970
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