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Об интегральном представлении функций класса
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(Представлено академиком АН Армянской ССР М М Джрбашяном 22/111 1979)

Г. М. Голузин и В. И. Крылов (*) дали представление функции 
/(г) класса Рнсса по ее угловым граничным значениям, заданным 
на множестве точек единичной окружности, имеющем положитель
ную меру.

Это представление имеет следующий вид:

/՜(շ) = Нт
9 •»

/
է—г

<1է, |2|<1, (1)

где 1/(г) = ս(շ)—аналитическая функция в круге |շ|<Հ1,

Е —множество положительной меры по Лебегу, принадлежащее еди
ничной окружности: тЕ>0, ЕсГ = {/; |/| = 1|, М*'в) представляет 
характеристическую функцию этого множества, Рг(6 — <р) — ядро 
Пуассона,

хио-Р'если ‘(Е
10, если

Դ(0—Т) =
1 г’- 2/րօտ(6-■») ’

Осг<1, О

з положительное число.
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Вопросу представимости аналитических в единичном круге 
функций посвящены многочисленные исследования. Среди них важ
ное место занимает известная работа М. М. Джрбашяна (’).

Им же еще в 1945 г. был определен класс Нр(г) голоморфных 
в единичном круге функций, который содержит в себе классы Нр 
Рисса (/?^>0). Этот класс определяется следующим образом (см. (’), 
а также (*)).

Отнесем к классу Нр{?) (//>0, а>— I) все функции /(г), голо
морфные в единичном круге для которых интеграл

I 2ж

о о

существует.
Нетрудно убедиться, что класс Рисса 

а^>— 1.
Для классов Нр(г) были установлены 

представлениях:
1. Если (р^1, »>—1). то

Н{)С.Нр(1) при любом

следующие теоремы о

2к

к 

о о
(I — гре~,(։У՝2

м/м/$, |г|<Д

(см. (*), теорему 1).
2. Если /(г)£/У։(։) (л> — 1), то

/(г) = - Г ?0<՛’.тг • ИЛ. н<1. (2)

где функция

I
«Р0(г) = —( (1֊р)“/(рг)<о, |г|<1.

принадлежит классу Н3 Рисса (глс. (։). теорему 5).
В настоящей статье рассматривается следующий вопрос: постро

ить аналогичное представление типа (I) для класса М. М. Джрбашяна 
(«>“!)•

Теорема 1. Для любой функции ф(г) класса (։>֊!) 
и произвольного множества Е(тЕ>0) единичной окружности су
ществует функция из класса Ня Рисса в круге Н<1, такая, 
что
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/(г) = Нт
а* 30

е -*><’>

2-1
е^(1)РАС г)

֊. 1*1<1 (3)

где Р>(1> *) — многочлен степени д = относительно з и

определяется из равенства

1 сЛ

д\ <1гч
£֊*♦<*» 

(Г—2)*+։
Н)

Доказательство. Пусть /(г)£Н,(а) (<։>—!). Выбирая

2
— 1. имеем, что в<£. Поскольку Н։(«)с//։(?), то имеет

место интегральное представление

(5)

?(г) = -^]С(1-р)1т21/(рг)ф, |г|<1

принадлежит классу Н9 Рисса. По теореме 
стр. 97) ?(?) можно представить интегралом

?(г) = 2_ (Ц0Л.

2яМ ։-г
1»|-։

Из (5) и (6) следует, что

Г. М. Фихтенгольца ((*), 
Коти

(6)

где д =
2

Из теории 
тьеса известно,

/(*) = “ ] ?(*)** 
д'. йгЧ |

(7)

граничных значений интеграла Пуассона — Стиль- 
что

2'
Нт и(ге՛*) = Нт — ( А/ (е‘ь)Рг1$
'•։ г-1 2« J

и

почти всюду на единичной окружности.
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Функцию, гармонически сопряженную с «(г), обозначим через 
*’(*)• Тогда <|»(г) = «(г) 4 /и(?) будет аналитической функцией в еди
ничном круге. Построим новую функцию где а —положитель
ное число; эта функция ограничена по модулю при любом а

|е«ио| е\ если /££
1. если

Следовательно, гЧ^(г)е^։^Нх Рисса.
По теореме Г. М. Фихтенгольца функция 2^(г)е’Я/> представи

ма интегралом Коши

И-1

Отсюда получим, что

^(2) _ С22՛ Г
2м I (—г

Л. м<1. (8)

Учитывая (7) и (8), можем написать

/(г) =
е-**' р’Ио?(/)/«р,(/,г) 
2*1 .1 (/-г)’+1

|/|-1

(11. И<1. (9)

где Р,(/, г) - многочлен степени д относительно 
из равенства (4).

Из (9) имеем, что

и определяется

е-*” Г г*0?(/)Р.(/, г)
2п/ ] (1 - Лг)« * ’

к

е ***** Ге*"ч(։)РаЦ.2)<П (10)
Г г 2*1 ] (1—7г)<*։ /

1

Так как Кеф(г)>0, |г|<1, |е’*'||=1, ^Гх£, то предел последнего 
интеграла (10) при а—по равен нулю. Переходя к пределу в равен
стве (10) при а-»ес, окончательно получим (3). Теорема доказана.

Функцию /(г) можно представить и без знака предела. С этой 
целью воспользуемся следующей формулой Карлемана (1):

И£)Г|п1^<//,
7(*> Т(г)

где Г(г)£Н։ Рисса, тЕ^>0, 1т(01 = К *0
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можем взять т(г) = ег'’, а вместо Е(г) взять — Тогда будем 

иметь

2£1£1 ___ !_ I ?1£>£’л + _1_ (л
/7! 2~'<?' .) (—2 2-1 <7! ,)

г о

еЧ‘>

/_г е*‘>»
£

I ։М0—И*)1^.

Имея в виду (7) для функций /(г) класса АД(а) (’>—1), получаем
интегральное представление

/(г) =
сПЧ(ПРМ,2)е’№-м

где РД/, с) определяется из равенства

1 21( в-^,> Р-и. *) е_։ф,„
q\ ££гЧ\ 1—2 (I—£)’ + ’ (П)

Дифференцирование под знаком интеграла здесь допустимо в силу 
известной теорэмы анализа ((’), стр. 21Я).

Теперь перейдем к установлению интегрального представления 
функций класса Нр(ъ), а>—1 для произвольного р, 0<р<оо.

Теорема 2. Для любой функции /(г) класса Нр(1) (0<р<ео, 
а>—1) и произвольного множества Е(тЕ^>0) единичной окруж
ности существует функция Ф(г)£//2 Расса, |г|<1 такая, что имеет 
место представление , , ’ *

/(г) = Нт
3 * - 2тл

е’я/>Ф(ОРДС г) сП

(I-**)1 р 4 2

где Р,Ц, г) определяется из равенства (4) при ц — Н-2 

р
Доказательство. Известна следующая оценка:

Л1/М < • (12)
(1 —₽) /’

где Л//(л») = тах |/(р^'։)|. С/ — постоянное число для произвольной 

/(г)^^р(’). Учитывая (12). легко убедиться, что класс А/р(а) (0<р< 

1>— 1) содержится в классе //։(?), где р > ——— ------ 1.
Р 

Действительно, из (12) имеем
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։ ։

"аг
где Л1 — постоянное число, а интеграл а правой части 

вследствие условия ₽>———----- 1,
Р

сходится

11 ри и и м ая 3 + 1, имеем, что
Р

3±2 

р

2(3-2)

Следовательно, если /(г)^//р(а) (0<^<о©. з>—1), то

где ?-2

Используя представление (2), имеем

2
р

з + 2

Р

• |Л|.

откуда вышеизложенным способом доказывается, что

е ’■ил 
/(г) = 11п1 —— 

з •* ■* 2~с
(И

Теорема доказана.
С помощью формулы Карлемана функцию /(г) 

вить и без знака предела следующим образом:
можно предста-

^ИОф(/)Р1^։ 2)

«В

Ф(/)Р,(Л

(1-< '

где Р,(/, г) определяется из равенства (11) при д =

Теперь получим представление типа (1) для 
нр (0<р<1) Рисса.

+1.
р

функций класса
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Теорема 3. Для любой функции /(х) класса Нр Рисса 
(0<р<1) и произвольного множества Е (тЕ>) единичной окруж
ности существует функция Нг Рисса, |г|< 1 такая, что 
имеет место представление

е
2гЛ

ег^(РР3((, г) сР
(13)

где Р,(1,с) определяется из равенства (4) при ц =

Действительно, известна следующая теорема ((•),

I

р
теорема 5.11)

Г. Г. Харди — Дж. Е. Литтлвуда.

Если 0<р<7^оо, /(г)£А/р, !^р и 1 1а =------------ , то
Р Я

где
2к

Принимая 0<^р<^1, Х = 2, 7 = 2, получим

’ *

֊ [ р1-г)М/('-е,,)|Мл/е< 

о и

Это
9 

означает, что /(г)£А/г(2а —1), 2а—1=-------2.
Р

Выбирая
I 2

? = 2 — 1>-------2, получаем представление (13).
Р РР

Пользуясь формулой Карлемана, получаем представление

сП ц(ОР։(/. г)е*‘О— (Р
+ ■

где Р.(/, г} определяется из равенства (И) при 7 =
р

Армянский государственный
педагогический институт им. X. Лбовяиа
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и. и. ՍՏհՓԱՆՅԱՆ
Մ. 1Г. Ջրբաշյանի //р(։) րյ։։ւ։։|ւ ֆո I Gl|rj|i աքւԼրի ինտԼգրա|աւին ներկա քացում-* 

ների մասին

Գ. Մ. ԳպուղիՆր և Վ. />. Կոի[ովր Ռխւի Hx ղասի ֆունկցիաների Համար 
ավել են Ն երկայացում միավոր շրջանագծի գրական չա ւի ի րա գմ ութ յան վրւ 
տրված ֆուն կցիա յի ան կյունա յին եգրային արժեքների միջոցով/

Ներկա Հողված ում ստացված են նման 
^րրաշյանի //2(«), Ւք^շ) (0<Р<оо, ։> —ւ 
ֆունկցիաների համար»

տիպի ներկայացումներ Մ, Մ. 
և Ռիսի Ւ/ր(Օ<ԼթՀԼ\) ղասերի
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