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Д Т. Ьагдасарян

Классы гармонических и голоморфных функций в многосвязной 
области и их параметрические представления

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 23/Х1 1978)

а) Следуя 
неотрицательная

I) ®(0) = 1

работе М. М. Джрбашяна (*), будем считать, что 
и непрерывная на [0, 1) функция о>(л)£2, если

I
<е
| < + ОО

I
2) ш(х)(/х>0 0<г<1 (1)

г
Далее условимся относить к классу любую функцию р(г), 

представимую в виде
1 

р(0) = 1 Р<Г} = Г '•€(0.11 (2)
Г

с некоторой функцией ю(х)£2.
Если то положим

С(г, ">) = V , 5(г,«)=1+2< £1 (|г|<1) (3)
Го Д* >.| д*

где
1 
ле

До=1 I (4)

В работе (0 введен оператор
I

= ֊—(ж Г’Н.^Мл(-)1 х€(0. 1) (5)
I Л I

՛

!.<•* <р(х)
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в предположении, что в надлежащих классах допустимых функций 
определенных на (0. 1), правая часть тождества (5) существует хотя 
бы почти всюду на (0, 1).

В настоящей работе получен аналог теоремы (3) М. М. Джрба- 
шяна (С), стр. 1091) для функций голоморфных в многосвязной об­
ласти О((г07?0), (а։/?։) • • • (։«, ₽«))• Определен класс функций 
С7Шф,„։... а>1 (6) гармонических в области 6((г0, А>0).........(лт, /?т)) и
класс функций ...„т (О) голоморфных в области в и получен

аналог теорем (5) ((’), стр, 1095) и (7) ((։), стр. 1100) М. М. Джрба- 
шяна для этих классов.

б) Пусть (7((г0,/?0), (з։/?։), • • -,(»«,/?«)) (т+1) связная об­
ласть, граница которой состоит из (/л|-1) окружностей

Г (*О^о) 1*о —

где числа /?*, Л=1,...,т выбраны так, что

Г(*о/?о)АГ(з//?|)=0 Г(«(/?,)П Г(«Д)=0 
։ /*/

обозначим

6(*о£о) ։ |г/|г-г0|</?0|. О(я*Я*):

Тогда

О=О((г0А’0),(а։, R.)........ (ат, /?„))=6(г0/?Зп 6(я/, R,)

Пусть функция /(г) голоморфна в области 6((г0/?0). . . (а™/?™)), 
выберем числа R'V<ZRO. Rll՝>Rll А —1,2........ гп так, чтобы окружности

Г(?о/?о), А\) удовлетворяли условию (19). В области <7((*о^0)-
(я1։ R՝) - (ат, /?Д) напишем обобщенную формулу Коши:

Н'Ли
9

(11)

Интегралы представим в виде суммы рядов, равномерно сходящихся 
в соответствующих областях

где

Ь^ = п

7 = V Ь^(г-г0Г +
л-0

(1.2)

(1.3)

Так как функция /(г) голоморфна в области <7((г0,/?0)Х 
Х(я1А’։) • (г^т)), то в формулах (1. 1), (1. 2), (1. 3) числа R* 
(Ь=0,...,т) можем выбрать сколько угодно близко к /?*. Следо- 
66



вательно любая функция /(2), голоморфная в области С7((го/?о). 
(аи *,) ' 1 (’«/?«)). представляется следующим образом:

/ (г) = /о(г) + /։(*) 4- • • • • 4՜ (1.4)

где
- - л<*>

/»(?) = V *՛:’(*-г.)"; /»(г) = V
<-о л-1(^ я*)

(1.5)

Притом функция //,(г) (6=0,1........ т) голоморфна в области О(!>,,/?>)
и/։м"’ = 0 при 6=1, 2,./я.

Теорема 1.1. Пусть функция /(г) голоморфна в области
О((^0. #о) ։ * ' («Ж» Ял։)).

Пусть далее а>>(х)£2, рДг)^Р^, а Функции/к(г) определяются 
формулами (1.3) и (1.5).

Тогда
1°. Функции

/(„-՝(го+^ог'')=^-,1/о(г.+ЯоР»г'')։.

к — 1 , • • •«

голоморфны соответственно в областях С7(г0, /?0) и С7(п. Яь)
2 . Для любой Рй (0<рл<1), 2^6 ((г0, ( ։х. — \

А-0-..Я1 \ \ Р1 /

V
ливы интегральные формулы

2*

■

рл(г-а(։)

)^/ог'',1(го4-А’а%^‘)^ 4-

(1.6)

/(г) = Пт/0(20) 4֊

/?»

Л 2*,’ \ рч(г—«*)
и

(1.7)
Р*е

Доказательство. Так как в (1.4) функции / (г) 6=0,..., т голо* 
мор|։ны в областях С0(г0Я0) и О(я*/?к), то написав теорему (3) ((’), стр. 

1091) для функции ./’,(«')=/*/«а 4 — ПРИ 6^40 и для функции 
\ и? /

67



/• (гс«) =/о(с0֊г/?оа՛) при Ь=0 и переходя к переменному г, получим 
утверждения.

Теорема 1. 2. Пусть и(г) гармоническая функция области 
0((’։АМ*1. #1) * ' * * (а«. Я"»

Тогда
1 . Функция и(г) представляется следующим образом:

и(г)=и0^)-[֊и1(2) ... +йт(г) ^О((г0, /?0), (а,.^) . . ., (ат,/?т)) (1.8)
где функции нм(г) £=0..., т гармоничны соответственно в облас­
тях О(го, Ро) и 0(а», /?»)

2°. Функции “ ՝ \ I дЖ

«^(г0+ =£<-*{ «о(*о+Л^о«'в)}.

*=>!..... гл

(1.8')

будут гармоничными соответственно в О(г0, /?0) и О(лн, Яь)
З.Длч любой р1.(О<р։<1),г€б('(го./?Л),(' .........б-.?2՝))

*-0... т \ \ Р1 / \ Рт //
справедлива интегральная формула \ • ' 

։«

«>0 +’^0
?о-°

и^՝^ (1.9)

О

/
где

?о=агё(г-го), ?» = аг8(г-яД г0=|г-г0|, гЛ=|г֊а*| Л=1, . . , т, 

Р(&, г, ш)=/?е$(ге'*, ш)

Доказательство. С помощью функции и(г) с точностью до 
слагаемого/!՝, где Г —вещественное число, восстановим аналитическую 
в области О((г0,/?0), (а1։/?։), . . • (а„, А?^՛)) функцию /(г), действи­
тельная часть которой совпадает с и(г). В представлении (1.4) функции 
/ (г), приравнивая действительные части, получим тождество (1.8).

В представлении (1.8)

«*(«) =/?«/*(г) (1.8")
где /л(г) определены формулами (1.3) и (1.5).

Доказательство 2 и 3 следует из теоремы 1.1).
Обозначим

...... •-^(Ро. • • • .Р«. ©0............................(г0+ /?оРо^°՛ ) +

4 и՛՛" (’։ + ■ ■ •+ ) <110) 

и
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.... р., 0)=^”...........................«<,.....^)/во ^_е. (1.10)

где функции и1։(?) и и^ь) определены формулами (1.8), (1.8՞) и (1.8').
Далее обозначим через ^.„.„(6) и 6/;. „ (О) классы функций /71

«(г), гармоничных в области 6((г0,/?0), (а։, /?։)....... (ат, /?т)), которые
соответственно удовлетворяют следующим условиям

рл-М)

и

5ир
0<₽д <1

*-0... т

т>(б

(1.11)

(1.11')
О

Теорема 1.3°. Условия (1.11) и (1.11') эквивалентны, каж­
дое из них равносильно тому, чтобы одновре пенно выполнялись

5ир
<»<₽»<։ <С0 <4 оо

(1.12)

(1.12)

Доказательство. Если выполняется условие (1.11), то фик­
сируя числа р0.....о<_|. р/4 1..... рж, а р/ меняя в интервале (0,1), можем 
написать:

Бир 
«<?/<։

........т (Ро>-..« Р««» ^0’...’^'")

то

Так как-
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ро,...,р<_1,р< + 1,...,ря։ мы могли фиксировать так, что сумма, написанная 
в правой части этого равенства, была ограниченной. Отсюда получа- 
ем (1.12). (1.12') получается аналогично. Наоборот, если выполнены 
условия (1.12) и (1.12'), то так как

1«(ш.... “*> (Ро..... рт,0о,...Ю|^|//(и^(2о4/?(ро^։-) |-|֊

I т

будет выполняться и условие (1.11).
Равносильность (1.11) и (1.12) (1.12 ) доказывается
Теорема 1.4. 1°. Класс И*.....««((7) совпадает

твом функций, представимых следующим образом
2։

"(г) = V֊ I ֊-.“>»)</ м«) ■+
2” յ /<

и 
2с 4

— V — б, ֊ , шл ^ф*(б) 0<

‘о

аналог ично 
с множес-

(1.13)

где у*(&) А?=0,...,т вещественные функции с конечным полным изме 
нением на [0, 2*|, а «рл, г*, Р(«,г, <и), те же, что и в теореме 1.2.

2°. В представлении (1.15) функция 1>*(б) может быть опреде­
лена с помощью предела

* в
%(6)=1։т I ^(о*,(го-Ь7?оро.я,е^)й(<р;'>։|(0)=11т I 

ял-+а.1 о о

(1.14)

гое р*л, 1 1 при л,-. । оо

3°. . (С). которой и^'1} ( л<+ ֊^— >и в О(ак. /?*),
’... т 1 \ р<е1' /

1^0 или и։“;'(£о + В(р0е19)^О при «=0 в О(г0,К0) в представлении 
(1.15) соответствующая функция 1ч,(0) не убывает на [0,2*[.

Доказательство. При условии (1.12) и (1.12') (см. теорему 
1.3) если напишем теорему (5) М. М. Джрбашяна ((’), стр. 1095) для 
функции и*0(и) = //о(гоТ-/?оы՛) и функции «Д») = й, а, ֊—— ) = 

= «ш(г) и переходим к переменному г, то из (1.8) получим доказате- 
ство теоремы.

Теорема 1.5 Пусть функция шДх)^2 при /=0,1,...,ш. Тогда
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Г. Если функция ш*(х) не убывает на |0.1) и ш»(л) | Н֊оо при 
х->1, то

Д-։«“Д'“Д + 1... "'т (^) С ...... •*-1.*»в*+1....шт (1-15)

2\ Если функция не возрастает на [0,1) и ш* (х) |0 при 
х 1 1, то

....... . ш*-1, Д 4- 1......"'«л ($) С Д-Ь “Д,® *+1......'֊т (6) (1.16)

3°. В соответствующих условиях включения (1.157 и (1.16) 
строгие.

Здесь

...... ® Д-1- |-<0 Д + 1 “т ">к -1, •*■•»+ ........  ($) ' ш*(х)=1

Доказательство. Пусть и(гК£Л.....•*_։-*.-д ..։... ««(О). Тогда
(см. доказательство теоремы 1.3 и 1.4)

2՜
«о(’о + А*0 рое'Ч =-!- | Р(®0—9о.%) (®):

2к
о

и. R, \ 1
/ 2~

р(0, -б, р,. (0)

Если Л=0, то Р(60—Й.ро.«։о)$>О, а при /г-£0 Р(6» — 0, рд, ш*Р 0 ((’), стр. 
1093). Отсюда получим ((’), стр. 1097)
при £ = 0

2г
Дир,! Г|«,(г,»|<Я>, 

՝

а при 6^0

(117)

Так как из условия (1.18) или (1.17') и из условия (1.12') или (1.14') 
следует условие (1.11) при ^*(х) 1,то«(гК(/-... . , -*•-д^.։.. . М(О).

2.° Пусть и(г)££/в>о... • д_|։ ։.-д4|.. . «т (<?)• Тогда выполняются ус­
ловия (1.12) и (1.17') или (1.12'), (1.17) и (1.12) при I (г. Положим 
шд(0)=1. По аналогии ((’), стр. 1098) получается

или

Бир 
о<Р*<։

М<"А> 
*

/?> I < при к ■/-- 0
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Sup 
o<^<։ d % < Н-ео k— О

отсюда вытекает, что u(z)£ I \.... » , .|1Ч+1... • «($)
3J. Обозначим

Р(®0.....®«Д ш0......тт)^р( . ‘°о)+ 1 Р(—— ,«>*)
\ /?о г*

Тогда ((‘), стр. 1098֊ 99) Р(<р0, ..., ст. 0, «>0, ... и?*_։, 1, и>*+1, .... шт) с: 
С . ... "к । ’ "»т։ • •••՛«( ^ )’ н0 не принадлежит к классу 
^' "о "՛<*-։•“՛&• “к• I....3 ФУНКЦИЯ ®(я, Юр, ..., ш*. ..., и»т)

принадлежит к классу (Ло.....................д ։..... но не принадле­
жит к классу С’„в... ։.«*+|..............(О).

Обозначим

(118)

где функции /А(г)А=0.....т определяются формулой (1,5).
Обозначим через Р о..„^т(С) класс функций, аналитических в 

(Л(хО’Ро).....(«жА)), удовлетворяющих условию:

Sup 
0<м<1 
> - 0 ... т

(1.19). мт

т + I

Теорема 1.6. Г. Класс К “о... в>1” (С) совпадает с множе­
ством функций /(2), представимых в виде

2։
/(z)=(C,+ 2-1' S(e « .,)dyej + 

2я 0J

(1.20)

гие 1т Со=О ^*(6) k-Ot...,m — вещественные функции с конечным из­
менением на [0,2л|

2°. Если для -'0... (G) в разложении (1.4) Ref'0 ՝d(z) О
или Ref*4‘)(z)>0, то в представлении (1.20) Фо(6) или ф* (€») неу­

бывающая ограниченная функция на |0,2«).
Доказательство. Условие (1.19) эквивалентно следующим 

условиям (см. доказательство теоремы 1.3)
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Տսթ 
и<Рл<1

/?ժ/’“ Կ 
հ

R.
р*е,в*

(էհ,. (1 21)

и

Տսբ
0< ք-.< ւ 4*օ}

отсюда по теореме (7) М. М. Джрбашяпа ((*). стр 1100) 
доказательство.

Автор благодарит В. С. За харя па за руководство.

получается

Армянский государственный 
педагогический институт нм. X. Лбоояна

Դ. Р֊. ₽ԱՂԴԱՍԱՐ8ԱՆ
1*սւււ մաէ|աս| սւ|ւրւււ । |>էւԼրոս1 1ւ ա г մ ո ն |ւ 1| և անւՅ||)տ|ւկ ֆուէւ(|ւ)|>անԼր|ւ դասեր և նրանց ււյարա մեւո րա1|սւն ներկայացումները

Հոդվածում րաղմակաւդ ա իրույթների Համար ստացված են Մ. Մ. 
րաշյանի' շրջանում »արմոնիկ և անալիս. իկ ֆունկցիաների Համար 
յունրն երի անտլոդներր ։

('ադմակաւդ տիրույթների Համար, որոնց ^դրերր շրջանագծեր են,

Հրր- 
արղ.

սահ֊
մանված են Հարմոնիկ ֆունկցիաների և անալիտիկ ֆունկցիաների դասեր և 
ստացվել է նրանց ւդ տրամ հ տրա կան ն ե ր կ ա յ ա ց ո ւմն ե րր ։
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